1. 历 史 上 的 
“数学 危机 


A -1 什 和 时 数学 机 

“为 了 讲 清 楚 第 三 = 次 数学 危机 的 来 龙 去 脉 ， 我 们 
首先 要 说 明 什么 是 数学 危机 。- 般 来 讲 ， 危 机 是 
种 激化 的 、 非 解决 不 可 的 矛盾 * 从 哲学 上 来 着 ， 耶 盾 
是 无 处 不 在 的 、 不 可 避免 的 ， 即 便 以 确定 无 颖 著称 
的 数学 也 不 例外 。 数 学 中 有 大 大 小 小 的 许多 广大 : 
比 好 正 与 负 、 加 法 与 减法 、 微 分 与 积 代 、 有 更 数 导 
无 理 数 、 实 数 与 虚数 等 等 。 但 是 整 不 散 学 发 展 过 稳 
中 还 有 许多 深刻 的 矛盾 关 例如 有 穷 与 范 穷 ， 连 续 与 
离散 ， 乃 至 存在 与 构造 ， 罗 辑 与 直观 ,: 具体 对 象 与 
抽象 对 象 ， 概 念 与 计算 等 等 。 在 整个 数学 发 展 的 历 
史上 ， 贯 穿着 矛盾 的 斗争 与 解 快 。 而 在 矛盾 激化 到 
涉及 整个 数学 的 基础 时 ， 就 产生 数学 危机 。 矛 盾 的 
消除 ， 匈 机 的 解决 ， 往 往 给 数学 带 来 新 的 肉 容 ， 新 
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的 进展 ， 甚 至 引起 革命 性 的 变革 ， 这 也 反映 出 记 层 
斗争 是 事物 发 展 的 历史 动力 这 一 基本 原理 。 

整个 数学 的 发 展 史 就 是 矛盾 斗争 的 历史 。 斗 争 
的 结果 就 是 数学 领域 的 发 展 。 人 类 最 早 认识 的 是 自 
然 数 。 从 引进 零 及 负数 就 经 历 过 斗争 ， 要 么 引进 这 
些 数 ， 要 么 大 量 的 数 的 减法 就 行 不 通 。 同 样 引进 分 
数 使 乘法 有 逆 运 算 一 除法 ， 否 则 许多 实际 问题 也 
不 能 解决 。 但 是 接着 又 出 现 了 这 样 的 问题 ， 是 否 所 
有 的 量 都 能 用 有 理 数 来 表 起 估 流 缘 训 量 数 导致 第 二 
次 数学 危机 。 估 机 的 解决 保全 加 的 发 展 和 几何 学 
的 体 下 依 。 : EE 

.方程 的 解 导 到 应 儿 的 出 现 ， 启 数 欠 一 开始 就 六 
认为 是 # 下 实 的 ? 。 可 是 这 种 不 实 的 数 却 能 解决 实 
数 所 不 能 解决 的 问题 。 从 而 为 自己 争 得 存在 的 权 
种 几何 学 的 八 展 从 网 几 里 得 几何 的 一 一 统 天 下 发 展 
到 各 御 非 焉 贡 何 党 也 是 如 此 。 

,在 十 在 世纪 发现 也 许多 用 传统 方法 不 能 解决 的 
问题 /如 天 次 及 五 次 以 上 代数 方程 不 能 通过 加 、 减 、 
和 对、 除开 太 求 出 根来 ， 古 希腊 几何 三 大 问题 ， 即 
三 等 分 任意 角 ， 们 立方体、 化 贺 为 方 不 能 通过 图 
规 ; 专 尺 作 图 来 解决 。 这 些 否定 的 结果 表明 了 传统 
方法 的 局 限 性 ， 也 反映 了 人 类 认识 的 深入 。 这 种 发 
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现 给 这 些 学 科 带 来 极 大 的 冲击 ， 几 乎 完全 改变 了 它 
们 的 方向 。 比 如 说 ， 代 数学 从 此 以 后 血 抽 象 代 数学 
方面 发 展 ， 而 求解 方程 的 根 变 成 了 分 析 及 计算 数学 
的 课题 8 在 第 三 次 数学 危机 中 了 这 种 情况 也 密 次 出 
现 ， 龙 其 是 包 会 浆 数 算术 在 内 的 形式 茶 统 的 不 完全 
性 、 许 多 问题 的 不 可 判定 性 都 大 大 提高 了 类 仿 前 读 
识 ， 也 促进 了 数理 逻辑 的 大 发 展 。 

这 种 矛盾 、 危 机 引起 发 展 , 改 变 面貌 ,甚至 引起 
革命 ， 在 数学 发 展 历 史上 蚌 阴 WWR 世 的 -第 一 钦 半 
学 危机 是 由 无 穷 小 量 的 矛盾 引起 的 ， 它 反映 了 数学 
内 部 的 有 限 与 无 穷 的 矛 导 。. 数 学 中 也 一 喜 贯 穿着 计 
算 方 法 、 分 析 方 法 在 应 用 与 概念 土 清楚 大 小 辑 圭 严 
将 的 矛盾 。: 在 这 方面 ， 比 较 注 意 实用 的 数学 家 营 匡 
应 用 ， 而 比较 注意 严密 的 数学 家 及 才学 守 则 提高 小 

评 。 只 有 这 两 方面 取得 协调 一 致 ， 矛 盾 才 能 解决 。 
后 来 算 符 演算 及 8 函数 也 量 复 了 这 个 过 程 ,开始 是 
形式 演算 、 任 意 应 用 ,站 到 施 瓦 尔 兹 (Li; Schwiad 
rtz，1945 一 ) 省 疯 定 广义 函数 论 的 严 碌 条 统 。 半 广 
“对 二 第 三 次 数学 危机 ,有 人 认为 只 是 数学 闫 赂 
的 危机 ;与 数学 无 关 。 这 种 看 法 室 苍 镜 的 ji 被 然 ) 
站 类 小 及 数理 当 强 和 集合 沦 ， 下， 玫 妈 吉政 天 

穷 集合 ， 而 现代 数学 脱离 无 穷 集合 和 以 锐 斗 步 难 


6 
行 。 一 种 极端 的 观点 是 只 考虑 有 限 集合 或 至 多 是 可 
数 的 集合 ， 不 过 这 样 一 来 绝 大 部 分 数学 将 不 复 存 
在 -即便 这 些 有 限 数学 的 内 容 ， 也 有 许多 问题 要 涉 


及 无 穷 方法 。 比 如 解决 数论 中 的 许多 问题 都 要 用 解 


析 方 法 由 此 看 来 ， 第 三 三 次 数学 危机 是 一 次 深刻 的 
数学 人 危机 。- 2 | 


1- 2 第 一 数学 机 


二 太 生 种 意义 上 来 讲 ， 现 介 义 和 下 的 数学 ， 也 就 
是 作为 演绎 可 统 的 纯 得 数学， 米 源 于 吉 硕 腊 毕 过 
拉 捧 《Py 机 agoras， 约 公元 前 559 年 ) 学 派 。 这 个 


学 派 兴旺 的 时 期 为 公元 前 500 年 左右 。 它 是 一 个 叭 . 


心 主 交 流派 。 他 们 重视 自然 及 社会 中 不 变 因 素 的 研 
在 其 中 追求 宇宙 的 种 谐 及 规律 桂 。 他 们 认为 “万 特 


甘 数 ”数学 的 知识 是 可 靠 的 、 准 确 的 ， 和 县 可 以 ; 


应 用 于 现实 的 世界 。 数 学 的 知识 是 由 于 纯粹 的 思 纵 
而 获 特 ,并 不 需要 观察 得 觉 及 日 常 经 验 。 毕 达 哥 拉 


斯 的 数 是 第 整数 ， 他 和 们 在 数学 上 的 一 项 重大 发 现 是 
证 明了 人 勾 股 定理 。 他 们 知道 满足 直角 三 角形 三 边 长 
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的 一 般 公式 ， 但 由 此 也 发 现 了 一 些 直 角 三 三 角形 的 三 
边 比 不 能 用 整数 来 表达 。 这 样 一 来 ， 就 否定 了 毕 达 
哥 拉 斯 派 的 信条 : 守 宙 间 的 一 切 现象 者 能 归结 为 整 
数 或 整数 之 比 。 实 际 上 证 明 很 简单 , 在 殉 几 里 得 
(Euaclid， 公 元 前 三 性 纪 ) 的 < 几何 原本 > 第 十 篇 
中 就 有 证 明 。 例如 两 边 长 为 1 的 直角 三 角形 ,第 三 边 
弦 的 长 度 设 为 m/n， 约 去 m、n 的 公 因 数 ，。 则 外、n 

之 中 至 少 有 一 个 是 奇数 = 接 照 毕 达 哥 拉 斯 定理 - 

和 + 和 :2 mt 是 信 数 ， 


人 / 同比 a 是 奇数 设 m -2p 网 dp 20 9 

= 2p:， 夫 而 a 是 偶数 ; 这 样 就 导致 也 盾 。 所 :以 
2 
是 不 可 通 约 的 oe: ， i 

不 可 通 约 性 的 发 现 引 起 第- 次 娄 学 危机 ,有 人 - 
说 , 这 种 性 质 是 希 栖 索 斯 (Hippasps) 约 在 公元 前 
400 年 发 现 的 ， 为 此 ， 他 的 同伴 把 他 抛 进 大: 海 。 不 
过 更 有 可 能 是 毕 达 哥 拉 斯 已 知 这 种 事实 ， 而 希 帕 索 
斯 办 泄密 而 被 处 死 。 不 管 短 样 > 这 蕉 发 现 难 十 项 腾 
的 数学 观点 有 极 太 的 冲击 。 这 表明 ， 几 何 学 的 某 些 
真理 与 算术 无 关 ， 几 何 量 不 能 完全 由 整数 及 其 比 来 
表示 ， 反 之 数 却 让 以 由 儿 何 量 表示 出 来 。 整数 的 尊 


i 一 - 
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和 综 地 位 受到 挑 雄 ;: 于 是 几何 学 开始 在 希腊 数学 中 十 : 
有 圣 殊 地 位 。: 同 时 这 也 反映 出 ， 吾 觉 和 经 验 不 一 定 
靠得住 ,而 推理 证 明 才 是 可 内 的 。 从 此 第 腊 入 开始 
由 “自明 的 ”公理 出 沽 ;经 过 演绎 推理 ; 疮 册 此 建 
训 几 何 学 依 潮 这 不 能 个 襄 放生 人 
草 命 。* 这 是 第 一 次 数学 危机 的 青 然 站 物 < 
回顾 以 前 的 各 种 数学 ,无 非 都 是 .“ 算 ”…， 也 就 
是 近 供 红 演 扼 和 使 在 出 希 第 ;i 激 学 也 是 从 实际 ;出 
发 ， 应 用 到 宗 肝 问题 中 去 的 。 比如 泰利 斯 ( Thal- 
es, 纳 公 完 前 600 年 ) 预测 日 食 ， 利用 影子 距 离 计 
” 算 人 金字塔 高 科 ;: 谢 量 册 欠 房 津 算 离 等 综 ) 者 是 六 于 
计算 技术 和 范 寺 的 于 子 换 及 、* 世 比 伦 、 :中国 印度 
等 国 的 数学 并 没有 丝 历 过 这 样 的 危机 和 综合 \ 也 
就 只 停留 在 “ 算 学 ” 阶段。 而 希腊 数学 则 患 向 完全 
不 同 的 道路， 形成 欧 正 里 得 “《 形 林原 本 > 的 公理 体 
系 与 亚 里 二 多 德 Aristotle, 公元 前 3 384 322 ) 


| 1 5 第 天机， i 可 


as 
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大 的 。 他 指出 正确 的 定义 原理 ， 他 继承 自己 老师 相 


拉 图 (Plate， 公 元 前 427 一 347) 的 观念 ， 把 定义 与 
存在 区 分 ， 由 某 些 属性 来 定义 的 东西 可 能 未 必 存 在 
《` 如 正 九 面体 ) 另外， 定义 必须 用 已 存在 的 定义 
各 的 条 症 沫 害 尖 ， 所 以 必 守 有些 浊 大 始 的 定义 ， 加 


点 、 直 线 等 。 而 证 明 存 在 的 方法 党 要 珊 定 各 限制。 


”可 时 了 多 德 还 提出 公关 为 必 责任 ， 因 英 这 站 
绎 推理 的 出 发 点 。 他 区 别 了 公理 和 公设 ;' 认 为 公理 
是 一 切 科学 所 公有 的 真理 ， 而 公设 则 只 是 某 一 门 学 
科 特 有 的 最 基本 的 原 建 。 他 把 记 加 规 特 《 证 盾 律 、; 


排 中 律 等 ) 也 列 为 公理 。 、 


亚 里 士 多 德 对 逻辑 推理 过 程 进行 深入 研究 ， 得 
聘 三 段 论 法 并 把 它 表 达成 一 让 公理 系统 计 入 是 最 


` 尝 的 公理 系统 。 他 关于 汗 稳 的 太 究 下 仅 使 怒 辑 形 下 


一 个 独立 学 科 ， 淹 且 对 数学 汪 明 的 奖 展 也 在 良好 的 


影响 。。 ,并 


下 电 二 光 儿 对 二 浪 散 与 壬 续 的 玉 拓 有 -| 定 和 
法 。 对 于 潜在 的 无 穷 C 天 少 舟 殿 大 的 哆 夯 才 天 > 草 
设 区 别 。 他 认为 正名 数 是 潜在 无 穷 的 ， 因 为 任何 整 
数 加 上 1 以 后 总 能 得 到 一 个 新 的 数 。 但 是 他 认为 所 谓 
“无 穷 集 合 》 是 不 存在 的 。 他 认为 密 间 是 潜在 无 穷 
的 ， 时 间 在 延长 上 是 潜在 无 穷 的 ， 在 细 分 上 也 是 潜 


_X 
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在 无 穷 的 。 

 _ 殉 几 里 得 的 《几何 原水 ， 对 数学 发 展 的 作用 无 
须 在 此 谈 。 不 过 应 该 指出 ， 欧 几 里 得 的 贡献 在 于 
他 有 史 以 来 第 一 次 总 结 了 以 往 希 腊 人 的 数学 知识 ， 
构成 一 个 标准 化 的 演绎 体系 。 泛 对 数学 乃至 哲学 \ 自 
然 科 学 的 影响 一 直 延 续 到 十 矿 世 纪 塌 牛顿 的 < 自然 
上 哲学 的 数学 原理 } 和 斯 宾 诺 莎 的 < 伦理 学 > 等 都 采 
用 网 几 里 得 < 几 条 原本， 的 体例 

吹 几 里 得 的 平面 几何 学 为 < 几何 原本 3 的 最 宁 
四 篇 与 第 六 篇 。 其 中 有 七 个 原始 定义 ， 五 个 公理 和 
五 个 公设 。 他 规定 了 存在 的 证 明 依赖 于 构造 。 ” 

第 五 篇 为 比例 理论 。 

第 七 、 八 、 九 篇 讲 算术 ， 他 的 算术 不 仅仅 是 一 - 
些 算法 规则 ， 更 重要 的 是 他 引进 一 些 有 关 数 的 性 质 
的 概念 ， 如 素数 。 他 证 明 素数 的 数 生 比 任 何 指定 的 ; 
”数目 都 要 多 。 这 些 可 以 看 成 是 数论 的 萌芽 。 

第 十 入 是 不 可 公 度 量 的 分 关 。 他 把 不 可 公 度 量 
作为 与 数 不 同 的 量 加 以 研究 。 

第 十 一 篇 至 第 士 三 篇 是 立体 几何 及 穷 吝 法 ， 其 
中 证 明了 不 存在 五 种 正 多 面体 以 外 的 正 多 面体 。 这 
些 地 方 已 具有 近代 数学 的 特点 。 

« 几何 原本 > 在 西方 世界 成 为 仅 次 于 《圣经 > 


和 


而 流传 最 广 的 书籍 。 它 一 直 是 几何 学 的 标准 著作 。 
性 是 它 还 存在 许多 缺点 并 不 断 受 到 批评 。 比 如 ， 对 
于 点 、 线 、 面 的 定义 是 不 严格 的 : “点 是 没有 部 分 
的 对 象 ”，“ 线 是 没有 宽度 的 长 度 ( 线 指 曲线 )”， 

《 面 是 只 有 长 诬 和 宽度 的 对 象 ”， 它 们 不 能 起 逻辑 
推理 的 作用 。 特别 是 直线 、 平 面 的 定义 更 是 从 直观 
来 解释 的 《直线 是 同 其 中 各 点 看 章 的 线 ”-》。 荔 
外 他 的 公理 二 是 “整体 秦 乎 食 分 '， 没 有 涉及 万 
穷 量 的 问题 。 在 季 的 诗 明 帅 ; ' 原 琳 的 公理 得 趟 吏 
用 ， 须 加 上 装 的 公 捍 。 特别 吓 符 行 公设 是 否 可 由 其 
秃 公 理 、 公 设 推出 更 是 人 所 和 自 的 问题 。 次 管 妨 
此 过 代数 学 隐 休 条 符 必 和 提要 上 和 度 了 ，““ 
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bi 2 . 


兢 几 里 得 的 <。 几 他 原本 3 是 第 一 次 数学 危机 的 
产物 。 尽管 它 有 种 种 缺点 和 毛病 ， 毕 竟 两 千 多 年 来 
一 直 是 大 家 公认 的 典范 。 天 其 是 许多 哲学 家 ， 把 欧 
风 里 得 几何 学 摆 在 绝对 几何 学 的 地 位 .C 十 八 世 纪 大 
部 分 人 都 认为 殉 几 里 得 几何 是 物质 空间 中 图 形 性 质 
的 正确 理想 化 。 特 别 是 康德 (I. Kant，1724 一 1804) 
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认为 关于 空间 的 原理 是 先 验 综合 判断 ， 物 质 世界 必 
然 是 欧 几 里 得 式 的 ， 欧 几 里 得 几何 是 唯一 的 、 必 然 
的 、 完 美的 。) 

加 既然 是 完美 的 ,大 家 希望 公理 ,公设 简单 明白 、 
直接 了 当 。 其 他 的 公理 和 公设 都 满足 这 个 条 件 ， 唯 
独 平行 公设 不 够 简明 ， 和 象 是 一 条 定理 。 欧 几 里 得 的 
平行 公设 是 ， 每 当 一 条 直线 与 另外 两 条 直线 相交 ， 
在 它 一 侧 作 成 的 两 个 同 侧 内角 的 和 小 于 现下 角 时 ，. 
这 男 外 两 条 直线 就 在 同 侧 内 角 和 小 于 两 直角 的 那 一 
侧 相 交 sr 在 《几何 原本 * 中 ， 证 明 前 88 个 命题 并 没 
有 用 到 这 个 公设 ,这 很 自然 引起 人 们 考虑 ， 这 条 路 
哩 曙 谍 的 公认 是 机 可 由 其 他 的 公理 和 公设 推出 ， 也 
就 是 说 ， 平 行 公设 可 能 是 多 余 的 。 二 千年 来 ， 许 许 
多 多 人 曾 试图 证 明 这 点 ， 但 是 都 失败 了 。 有 些 人 开 
始 自 以 为 成 功 ， 但 是 经 进 爷 细 检 查 * 所 存 的 诈 明 都 
使 用 了 一 些 其 他 假设 ， 而 这 些 假 论 又 可 以 从 平行 公 
设 推出 来 。 所 以 他 们 只 不 过 得 到 一 些 和 平行 公设 等 
” 价 的 命题 罢 子 。 到 了 寸 八 世纪 , :有 人 开始 用 反 证 法 
来 证 明 ， 即 假设 平行 公设 不 成 立 ， 企 图 由 此 得 出 矛 
盾 。 他 们 得 出 一 些 推 论 ， 比 如 “有 两 条 线 在 无 穷 远 
点 处 相交 ， 而 在 交点 处 这 两 条 线 有 公 蛋 线 ”。 在 他 
人 看 来 ， 这 些 结论 夭 合 情理 ， 因 此 不 可 能 真实 。 但 


“J 
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是 这 些 推论 的 含义 不 清楚 ， 也 很 花 说 是 村 岂可 让。 
所 以 不 能 说 由 此 证 明了 平行 公设 。 
从 有 的 区 几 里 得 几何 基 人 到 新 几何 观念 的 确 
hy ee 
能 从 二 二 多 年 来 证 明 平 行 了 从 设 的 央 贱 过程 
者 出让 个 下 大 是 为 不 到 的 事 ， 并 且 这 种 秒 可 能 性 
是 育 记 如 航 证 诡 芍 3 高 新 于 “aussy 1777 一 
妈 55 年 少 蕊 区 看 到 省 这 -二战 vi 和 
下 个 2。 ,过 取 与 玉生 公设 相称 拓 的 其 他 公设 ,节能 建 
立 逻 辑 寺 没有 下蛋 的 几何 5 这 主要 是 罗 巴 切 夫 斯 基 
下 Jobamepesnvy;, 1793 一 H886 ) 和 波 耿 【下 
1802FH8603》 的 开创 性 严 帮 ， *， . 
3 里 得 也 条 丽人 一 定 是 物质 密 间 的 泡 何 学 ， 
吹 九 里 妖 芒 和 学 只 主 许 多 可 能 的 妃 何 学 中 的 一 种 6 
让 各 5L 何 学 由 直觉 、 经 验 来 检验 的 空间 科学 变 
谍 半 人 门 纯粹 数学 ， 也 就 是 说 ， 沼 的 存 在 性 只 由 无 矛 
盾 牲 来 决定 si; 员 说 染 兰 伯 特 《J],Lambert，1728 一 
1777》 等 人 已 有 这 些 轧 想 苗 头 ; :但 是 真正 把 几何 学 
赛 哉 这 样 二 问 纯 粹 数学 的 是 希 尔 伯 特 。 
这 个 过 程 是 漫长 的 ， 主要 一 步 是 罗 巴 切 夫 斯 基 
和 波 耶 分 别 狼 立 怨 创立 非 殉 几何 学 ,尤其 是 考虑 无 
芝 导 性 是 历史 上 的 独创 。 后 人 把 罗氏 几何 的 无 矛盾 
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性 隆 含 地 变 成 欧 氏 几何 无 矛盾 性 的 问题 。 这 种 利用 
“模型 ”和 证 明 “ 相 对 无 矛盾 性 >” 的 思想 一 直 贯 穿 
下 以 后 的 芝 基础 的 研究 中 。 而 县 这 种 把 失 区 几何 
结 到 大 家 一 一 员 相 信 的 罗氏 用 何 ， 也 使 得 大 家 在 接 
受 非 区 全 何 二 面 起 了 重要 作 月 
”应 该 指出 ， 非 欧 几 何 为 广大 数学 界 接受 还 是 经 
过 -- 番 艰苦 斗争 的 。 首 先 要 证 明 第 五 公设 的 否定 并 
不 会 导致 矛盾 ， 只 有 这 样 才能 说 新 几何 学 成 立 7- 才 
能 说 明 第 五 公设 独立 于 别 的 公理 公设 ， 这 是 一 个 起 
码 的 要 求 。 当 时 证 明 的 方法 是 证 明 “相对 无 矛盾 
手 ”。 因 为 当时 大 家 都 承认 网 几 里 得 几何 学 没有 蔬 
盾 ， 如 果 能 把 非 殉 几 何 学 用 欧 几 里 得 几何 学 来 解释 
而 且 和 解释 得 通 ， 世 斌 变 得 演 有 矛盾 。“ 而 这 就 要 把 非 
区 几何 申 的 点 、 监 绪 、 平 面 、 角 、 平行 等 翻译 成 欧 
几 里 得 几何 学 中 相应 的 东西 ， 公 至 和 定理 也 可 用 相 
应 欧 几 里 得 几何 学 药 公 至 和 定理 来 解释 ， 这 种 解释 
市 做 非 欧 几何 学 的 获 氏 模型 。 对 于 罗 巴 切 夫 斯 基 几 
何 学 ， 最 著名 的 欧 氏 模型 有 意大利 数学 家 中 特 拉 米 
〈《 王 .Beltramiy .1835 一 1899 ) 于 1869 年 提出 的 常 
负 曲率 曲面 米 型 > 德国 数学 家 克 莱 因 ( F. Klein， 


1849 一 T1925 ) 于 1871 年 提出 的 射影 平面 模型 和 彭 加 


勤 在 1882 年 提出 的 用 自 守 函数 解释 的 单位 阅 内 部 贷 


b 


让 -Tt 二 : 
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型 。 这 些 模 型 的 确证 实 了 非 欧 风 何 的 相对 匹 芳 秆 
性 ， 而 且 有 的 可 以 推广 到 更 一 般 非 欧 几 何 , ` 即 黎 虹 
(B,Riemann，1826 一 1866 ) 创立 的 楷 癌 几何 
学 。 另 外 还 可 以 推广 到 高 维 空间 上 。 因 此 ， 从 十 九 
世纪 六 十 年 代 末 到 八 十 年 代 初 ， 大 部 分 数学 家 接受 
了 非 欧 几 何 学 。 尽 管 有 的 人 还 坚持 欧 几 里 得 几何 学 
的 独特 性 ， 但 是 许多 人 明确 指出 非 欧 几何 学 和 欧 氏 
几何 学 平起平坐 的 时 代 已 经 到 来 。 当 然 也 有 少数 并 
圈 派 ， 如 数理 逻辑 的 缔造 者 弗 雷 寺 格 ， 至 死 不 表 承 认 
非 欧 几何 学 ， 不 过 这 已 无 关 大 局 了 。 

非 欧 几何 学 的 创建 对 数学 的 震动 很 大 。 数学 
开始 关心 几何 学 的 基础 问题 ， 从 十 九 世纪 八 十 年 代 
起 ， 几 何 学 的 公理 化 成 为 大 家 关注 的 目标 。 由 此 产 
生 希 尔 伯 特 的 新 公理 化 运动 。 : 


1 


早 在 古代 ， 人 们 就 对 长 度 、 面 积 、 体 积 的 度量 
问题 感 兴趣 。 十 希腊 的 欧 多 克 斯 ( Eudoxes， 约 公 
元 前 400 一 347 》 引入 量 的 观念 来 考虑 连续 变动 的 东 
西 ， 并 完全 依据 几何 来 严格 处 理 连 续 量 。 这 造成 数 
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与 量 的 长 期 脱离 ， 古 希腊 的 数学 中 除了 整数 之 外 ， 
并 没有 无 理 数 的 概念 ， 连 有 理 数 的 运算 也 没有 ， 可 
是 却 有 量 的 比例 。 他 们 对 于 连续 与 离散 的 关系 很 有 
兴趣 。 尤 其 是 芝 诺 提出 四 个 著名 的 悖 论 ， 第 一 个 导 
论 是 说 运动 不 存在 ， 理 由 是 运动 物体 到 达 目 的 地 之 
前 必须 到 达 半 路 ， 而 到 达 半路 之 前 又 必须 到 达 半 路 
的 半路 …… 如 此 下 去 ， 它 必须 通过 无 限 多 个 点 ， 这 
在 有 限 长 时 间 之 内 是 无 法 办 到 的 。 第 二 个 悖 论 是 跑 
得 很 快 的 阿 希 里 赶不上 在 他 前 面 的 乌龟 。 因 为 乌龟 
在 他 前 面 时 ， 他 必须 首先 到 达 乌 龟 的 起 点 ， 然 后 用 
第 一 个 悖 论 的 逻辑 ， 乌 龟 老 在 他 的 前 面 。 这 两 个 悖 
论 是 反对 空间 、 时 间 无 限 可 分 的 观点 的 。 而 第 三 
第 四 悖 论 是 反对 空间 、 时 间 由 不 可 分 的 间隔 组 成 。 
”第 三 个 导论 是 说 “《 飞 矢 不 动 ” ， 因 为 在 某 一 时 间 间 
防 ， 飞 矢 总 是 在 某 个 空间 间隔 中 确定 的 位 置 上 ， 因 
而 是 静止 的 。 第 四 个 悖 论 是 游行 队伍 悖 论 ， 内 容 大 
体 相似 。 这 说 明 希 腊 人 已 经 乔 到 “无 穷 小 “与 “很 
小 很 小 2 的 矛盾 。 当 然 他 们 无 法 解决 这 些 矛 盾 。 
”希腊 人 虽然 没有 明确 的 极限 概念 ， 但 他 们 在 处 
理 面 积 体积 的 问题 时 ， 却 有 严格 的 逼近 步 又 ， 这 就 
是 所 谓 “ 穷 竭 法 ”。 它 依靠 间接 的 证 明 方法 ， 证 明 
了 许多 重要 而 难 证 的 定理 。 


和 | Ee 让 


人 
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到 了 十 六 、 十 七 世纪 ， 除 了 求 曲线 长 度 和 曲线 
所 包围 的 面积 等 类 问题 外 ， 还 产生 了 许多 新 问题 ， 
如 求 速度 、 求 切线 ， 以 及 求 极 大 、 极 小 值 等 问题 。 
经 过 许多 人 多 年 的 努力 ，、 终 于 在 十 七 世纪 晚期 ， 形 
成 了 无 穷 小 演算 一 一 微 积分 这 门 学 科 。 这 也 就 是 数 
学 分 析 的 开端 。 

和 牛顿 《 1. Newton，1642 一 1727 ) 和 莱 布 尼 辫 
(Leibniz，1646 一 1716 ) 被 公认 为 微 积 分 的 奠基 
ee : 

。 把 各 种 问题 的 解法 统一 成 一 种 方法 ,微分 法 
全 

2。 有 了 明确 的 计算 微分 法 的 步 允 。 

3。 微 分 法 和 积分 法 互 为 逆 运 算 。 

由 于 运算 的 完整 性 和 应 用 范围 的 广泛 性 ， 使 微 
积分 成 为 解决 问题 的 重要 工具 。 同 时 关于 微 积分 基 
础 的 问题 也 越 来 越 严 重 。 


以 求 速度 为 例 ， 瞬 时 速度 是 -AS 


时 的 值 。At 是 零 ， 是 很 小 的 量 ， 还 是 什么 东西 。 
这 个 无 穷 小 量 完 竟 是 不 是 等 ， 引 起 了 极 太 的 学 论 ， 
造成 第 二 次 数学 危机 。 

十 八 世 纪 的 数学 家 成 功 地 用 微 积分 解决 了 许 
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多 实际 问题 。 有 些 人 对 基础 问题 不 感 兴趣 ， 如 达 兰 
贝尔 (JJ.d' Alembert，1717 一 1783 ) 说 ， 现 在 是 
“把 房子 盖 得 更 高 些 ， 而 不 是 把 基础 打 得 更 加 牢 
岩 ”。 许 多 人 认为 严密 化 是 烦琐 。 微 积分 的 基础 一 
直 受 到 一 些 人 的 批判 和 攻击 。 特 别 有 名 的 是 贝克 莱 
主教 (G,Berkeley，1685 一 1753 ) 在 1734 年 的 攻 
击 。 
十 八 世纪 的 数学 思想 的 确 是 不 严 密 的 ， 直 观 
的 ， 强 调 形 式 的 计算 而 不 管 基础 的 可 靠 。 其 中 特别 
1。 没 有 清楚 的 无 穷 小 概念 ,从 而 导数 、 微 分 、 
积分 等 概念 不 清楚 。 | 
2。 对 无 穷 大 概念 不 清楚 。 
. ;3。 发 散 级 数 求 和 的 任意 性 ， 如 1 一 1+1--1+ 


(Tz z 
4。 符 号 的 不 严格 使 用 ， 如 高 阶 微分 ，|d?x 
= dx 等 。 i 
5。 不 考虑 连续 性 就 进行 微分 。 不 考虑 导数 及 
积分 的 存在 性 以 及 可 否 展 成 等 级 数 等 。 

一 直到 十 九 世 纪 二 十 年 代 ， 一 些 数学 家 才 比 较 


=1+X+X: + ++， x=2), 


19 


关注 于 微 积分 的 严格 基础 ， 它 们 从 波 尔 查 诺 ( 了 

Bolano，1781 一 1848 ) 、 阿 贝尔 (NAbel，1802 
一 1829 ) 、 柯 西 ( A.Cauchy、1789 一 1857 ) 、 狄 _ 
里 赫 利 (PP。G。pDirichlet，1805 一 1859 ) 等 人 的 


工作 开始 ， 而 到 威 尔 斯 特 拉 斯 ， 戴 德 金 和 康 托 尔 彻 “ 


底 完成 ， 中 间 经 历 半 个 多 世纪 ， 基 本 上 解决 了 矛 
盾 ， 为 数学 分 析 疯 定 了 一 个 严格 的 基础 。 

波 尔 查 诺 不 承认 无 穷 小 数 和 无 穷 大 数 的 存在 ， 
而 且 给 出 连续 性 的 正确 定义 。 柯 西 在 1821 年 的 《 代 
数 分 析 教 程 > 中 从 定义 变量 开始 ， 认 识 到 函数 不 一 
定 要 有 解析 表达 式 。 他 抓 住 极限 的 概念 ， 指 出 无 穷 
小 量 和 无 穷 大 量 都 不 是 固定 的 量 而 是 变量 ， 并 定义 
导数 和 积分 。 阿 贝尔 指出 要 严格 限制 滥用 级 数 展开 
及 求 和 。 狄 里 赫 利 给 出 函数 的 现代 定义 。 在 这 些 数 
学 工作 的 基础 上 ， 威 尔 斯 特 拉 斯 消除 了 其 中 不 确切 
的 地 方 ， 给 出 现在 通用 的 e- 8 的 极限 、 连 续 定义 ， 
并 把 导数 、 积 分 严格 地 建立 在 极限 的 基础 上 ， 从 而 
死 服 了 危机 和 了 矛盾 。 

十 九 世纪 七 十 年 代 初 ， 威 尔 斯 特 拉 斯 、 戴 德 
金 、 康 托 尔 等 人 独立 地 建立 了 实数 理论 ， 而 且 在 实 
数理 论 的 基础 上 ， 建 立 起 极限 论 的 基本 定理 ， 从 而 
使 数学 分 析 建 立 在 实数 理论 的 严格 基础 之 上 。 
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同时 ， 威 尔 斯 特 拉 斯 给 出 一 个 处 处 不 可 微 的 ; 
绪 函 数 的 例子 。 这 个 发 现 以 及 后 来 许多 病态 函数 的 
例子 ， 充 分 说 明 直 观 及 几何 的 思考 不 可 靠 ， 而 必须 
诉 诸 严格 的 概念 及 推理 。 由 此 ， 第 二 次 数学 危机 使 
数学 更 深入 地 探讨 数学 分 析 的 基础 一 一 实数 论 的 问 
题 。 这 不 仅 导致 集合 论 的 诞生 ， 并 且 由 此 把 数学 分 
析 的 无 矛盾 性 问题 归结 为 实数 论 的 无 矛盾 性 问题 。 
而 这 正 是 二 十 世纪 数学 基础 中 的 首要 问题 。 


2. 第 三 次 数学 危 
机 产生 的 背景 
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第 三 次 数学 危机 产生 于 十 九 世 纪 末 及 二 十 世纪 . 
初 ， 当 时 正 是 数学 空前 兴旺 发 达 的 时 期 。, 首先 是 远 
辑 的 数学 化 促使 数理 逻辑 这 门 学 科 诞 生 。 十 九 世纪 
卡 十 年 代 康 托 尔 创立 的 集合 论 是 现代 数学 的 基础 ， 
也 是 产生 危机 的 直接 来 源 。 十 九 世 纪 末 戴 德 金 及 皮 
亚 诺 对 算术 及 实数 理论 进行 公理 化 推动 了 公理 化 运 
动 ， 而 公理 化 运动 的 最 大 成 就 则 是 希 尔 伯 特 在 1899 
年 对 于 初等 几何 的 公理 化 。 公 理化 方法 是 现代 数学 
最 重要 的 方法 之 一 ， 对 于 数学 基础 和 数理 逻辑 的 研 . 
究 也 有 影响 。 当 时 也 是 现代 数学 一 些 新 分 支 兴 起 的 
时 期 ， 如 抽象 代数 学 、 点 集 拓扑 学 和 代数 拓扑 学 、 
泛泛 分 析 、 测 度 与 积分 理论 等 学 科 。 这 些 学 科 的 发 
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展 一 直 与 数学 基础 及 数理 逻辑 的 发 展 有 着 密切 的 关 
系 。 数 学 的 更 新 与 发 展 也 对 数学 哲学 有 许多 新 的 探 
讨 ， 数 学 的 陈腐 哲学 观念 在 当时 已 经 几乎 一 扫 而 空 
了 。 


2 -1 数学 符号 化 的 扩充 ， 数 理 远 辑 的 兴起 


数学 的 主要 内 容 是 计算 和 证 明 。 在 十 七 世纪 ， 
算术 因 符 号 化 促使 代数 学 的 产生 ， 代 数 使 计算 变 得 
精确 和 方便 ， 也 使 计算 方法 系统 化 。 费 尔 马 (P。 
Fermant 1601- 一 1665 ) 和 箔 卡 儿 ( R。 Descartes. 
1596 一 1650 ) 的 解析 几何 ， 把 几何 学 代数 化 ， 大 大 
扩展 了 几何 的 领域 ， 而 且 使 得 少数 天 才 的 推理 变 成 
机 械 化 的 步骤 。 这 反映 了 代数 学 作为 普遍 科学 方法 
的 效力 ， 于 是 第 卡 儿 尝 试 也 把 逻辑 代数 化 。 他 的 一 
些 手稿 就 是 关于 这 方面 的 工作 和 的。 与 第 卡 儿 同 时 代 
的 英国 哲学 家 和 霍 布 斯 CT，Hobbes，1588 一 1679》 
也 认为 推理 带 有 计算 性 质 ， 不 过 他 并 没有 系统 地 发 
展 这 种 思想 。 

现在 公认 的 数理 逻辑 创始 人 是 莱 布 尼 效 。 他 的 
目的 是 选 出 一 种 “通用 代数 > ， 其 中 把 一 切 推理 都 
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化 归 为 计算 。 实 际 上 这 正 是 数理 逻辑 的 总 纲领 。 他 
希望 建立 一 套 普遍 的 符号 语言 ， 其 中 符号 是 表 义 
的 ， 这 样 就 可 以 象 数 字 一 样 进行 演算 ， 他 的 确 将 某 

些 命题 形式 表达 为 符号 形式 ， 但 他 的 工作 只 是 一 个 
开头 ， 大 部 分 没有 发 表 ， 因 此 影响 不 大 。 

真正 使 迎 辑 代数 化 的 是 英国 数学 家 布尔 ( 
Boole，1815 一 1864 》， 他 在 1847 年 出 版 了 《< 小 加 
的 数学 分 析 > ， 给 出 了 现代 所 谓 的 “布尔 代数 ”的 
原型 。 布尔 确 信 符号 化 会 使 逻辑 变 得 严密 。 他 的 对 
象 是 事物 的 类 ，1 表 示 全 类 ，0 表 示 空 类 ，x*y 表 不 
x 和 y 的 共同 分 子 所 组 成 的 类 ， 运 算是 逻 辑 梁 法 ， 


” x+y 表 示 x 和 y 两 类 所 合成 的 类 ， 运 算是 逻辑 加 法 。 


所 以 逻辑 命题 可 以 表示 如 下 : 
凡 X 是 y xs。 (人 1-y) =0 
没有 x 是 y x*y=0; 
它 还 可 以 表示 矛盾 律 x。(1-~-x)=0; 
排出 律 xt(1-x)=1,。 
布尔 看 出 类 的 演算 也 可 解释 为 命题 的 演算 。 当 
x，y7 不 是 类 而 是 命题 ， 则 x = 1 表示 命题 x 为 真 ，x 
= 0 表示 命题 x 为 假 ，1 ~ 表示 x 的 否定 等 等 。 
显然 布尔 的 演算 构成 一 个 代数 系统 ， 遵 守 某 些 
规律 ， 这 就 是 布尔 代数 。 特 别 是 它 遵 从 德 。 英 尔 根 
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《〈《A。De Morgan 1806 一 1871 ) 定律 。 

美国 哲学 家 、 数 学 家 小 皮尔 斯 (C。95。Peir- 
ce，1839 一 1914 ) 推进 了 命题 演算 。 他 区 列 命题 各 
命题 函数 。 一 个 命题 总 是 真 的 或 假 的 ， 而 一 个 命题 
函数 包含 着 变 元 ， 随 着 变 元 值 的 选取 的 不 同 ， 它 可 
以 是 真 也 可 以 是 假 。 皮 尔 斯 还 引进 了 两 个 变 元 的 命 
题 图 数 以 及 量词 和 谓词 的 演算 。 

“对 现代 数理 逻辑 贡献 最 大 的 是 德国 数学 家 弗 雷 
格 。 他 是 耶 拿 大 学 教授 ， 在 十 九 世 纪 他 的 著作 流传 
不 广 ， 人 也 的 符号 系统 烦琐 复杂 ， 从 而 限制 了 它 的 普 
及 。 他 在 1879 年 出 版 的 《 概念 文字 》 中 不 仅 完 备 地 
发 展 了 命题 演算 ， 而 且 引 进 了 量词 概念 以 及 实质 萤 
涵 的 概念 。 他 还 给 出 一 个 一 阶 谓词 演算 的 公理 系 
统 。 这 可 以 说 是 历史 上 第 一 个 符号 逻辑 的 公 理 系 
统 。 因 此 在 这 本 只 有 88 页 的 小 册子 中 ， 包 合 着 现代 
数理 逻辑 一 个 颇 为 完备 的 基础 。1884 年 ， 他 的 < 算 
术 基 础 出版， 后 来 又 扩展 成 《 算术 的 基本 规律 > 
〈( 卷 1H，1893， 卷 1 ，1903 ) 。 后 来 由 于 罗素 的 独 
立 工作 ， 才 使 得 弗 雷 格 的 工作 受到 重视 。 

用 符号 语言 对 数学 进行 公理 化 的 是 意大利 数学 
家 皮 亚 诺 ， 闻 在 1889 年 用 拉丁 文 写 了 一 本 小 册子 
《用 新 方法 陈述 的 算术 原理 > 。 在 这 之 前 ，1888 
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年 ， 皮 亚 诺 已 经 把 布尔 和 施 罗 德 ( 下 。Schrader， 
1841 一 1902 ) 的 逻辑 用 在 数学 研究 上 ， 并 且 引 进 了 
A 例如 对 逻辑 运算 和 
学 运算 使 用 不 同 的 符号 ， 区 别 范畴 命题 和 条 件 命 
入 ， 这 引导 他 入 是 训 理 岂 ， 这 | 吧 轩 是 和 了 
和 施 罗 德 理论 的 改进 ， 而 不 是 对 弗 雷 格 理 论 的 改 
进 ,因为 当时 皮 亚 诺 还 不 知道 弗 雷 格 的 工作 。 在 < 算 
术 原 理 中， 他 在 引进 逻辑 概念 和 公式 之 后 ， 开 始 
用 符号 的 记 法 来 重 写 算术 ， 在 这 本 书 中 他 讨论 了 分 

数 、 实 数 、 甚 至 极限 和 点 集 论 中 的 概念 。 

皮 亚 诺 引进 最 原始 的 算术 概念 是 “ 数 ”， 
ca ， 后继 ”和 《等 于 ”， 并 且 陈述 了 关 于 这 
些 概念 的 九条 公理 。 今 天 我 们 认为 其 中 公理 2、3、 
4、5 都 是 讨论 便 等 的 ， 应 该 属于 逻辑 公理 ， 所 以 就 
剩 下 了 五 条 公理 。 这 就 是 现在 众所周知 的 皮 亚 庶 公 
理 。 最 后 一 条 公理 即 公 理 9， 就 是 所 谓 数学 归纳 法 
原理 ， 他 用 类 的 词句 来 表述 ， 其 中 包含 一 个 类 变 元 
sk”《〈 它 甚 至 涉及 到 所 有 类 的 类 k ) 。 皮 亚 诺 承 
认 他 的 公理 化 来 自 戴 德 金 。 : 

从 1 开始 ， 皮 亚 诺 用 x + 1 来 表示 后 继 函 数 。 然 ， 
后 作为 定义 引进 了 加 法 和 乘法 。 这 些 定义 是 递归 的 
定义 。 虽 然 在 他 的 系统 中 皮 亚 诺 没有 象 戴 德 金 那样 
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有 力 的 定理 可 资 利用 ， 但 皮 亚 诺 并 没有 公开 地 宣称 
这 些 定义 可 以 去 掉 。 四 

这 本 书 的 逻辑 部 分 还 列 出 命题 演算 的 公式 ， 类 
”演算 的 公式 、 还 有 一 部 分 量词 的 理论 。 皮 亚 诺 的 符 
号 要 比 布尔 和 施 罗 德 的 符号 高 明 得 多 ， 标 志 着 向 近 
代 逻 辑 的 重要 转变 。 他 还 对 于 命题 的 演算 和 类 演算 
做 了 某 些 区 别 。 这 就 是 我 们 现在 的 两 种 不 同 演算 ， 
而 不 是 同一 种 演算 的 两 种 不 同 解 释 。 它 的 普遍 量 诈 
记号 是 新 的 ， 而 且 是 便利 的 。 不 过 书 里 还 是 存在 缺 
点 ， 公 式 只 是 列 出 来 的 ， 而 不 是 推导 出 来 的 。 因 为 
没有 给 出 推导 规则 ， 皮 亚 诺 引进 了 代入 规则 的 概 
念 ， 但 是 也 没有 给 出 任何 规则 。 更 严重 的 是 他 没有 
给 出 任何 分 离 规则 ， 结 果 尽 管 他 的 系统 有 许 多 优 
点 ， 但 他 没有 可 供 使 用 的 逻辑 。 一 直到 后 来 ， 他 才 
在 一 系列 文章 ， 特 别 是 1895 年 发 表 的 《 数学 论 集 > 
中 ， 对 这 些 逻 辑 公 式 进行 了 证 明 。 然 而 他 这 些 证 明 
也 还 是 缺少 推演 规则 的 。 在 这 方面 他 受到 了 弗 雷 格 
的 批评 。 后 来 皮 亚 诺 尽 力 想 比 弗 雷 格 的 < 概念 文 
字 》 有 更 多 的 内 容 ， 但 是 他 做 得 并 不 够 。 不 过 他 的 
这 些 著作 在 数学 界 仍 有 很 大 影响 ， 得 到 广 泛 的 传 
播 。 
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2.1.1 命题 演算 


逻辑 演算 是 数理 逻辑 的 基础 。 命 题 演算 是 逻辑 
演算 最 基本 的 组 成 部 分 。 命 题 演算 研究 命题 之 间 的 
关系 ， 比 如 简单 命题 和 复杂 命题 之 间 的 关系 ， 简 单 
命题 如 何 构成 复杂 命题 ， 由 简单 命题 的 真 假如 何 推 
出 复杂 命题 的 真 假 等 等 。 对 于 具体 命题 ， 我 们 不 难 
通过 机 械 运 算 来 达到 我 们 的 目的 。 这 就 是 命题 的 算 
术 。 当 我 们 用 x，y，z 代 表 具 体 的 数 时 ， 算 术 就 成 ， 
为 代数 。 在 命题 演算 中 ,我 们 具体 的 数 就 是 命题 ,而 
一 般 的 数 就 是 命题 变 元 。 由 命题 变 元 组 成 的 公式 干 
变 万 化 , 可 真 可 假 ,看 你 把 什么 命题 代入 到 命题 变 元 
中 去 。 这 正 象 a+b=c+d， 对 a=2，b=3，c=1， 
d=4 成 立 ， 而 对 a=1, b=2,c=3，d=4 就 不 成 
立 。 可 是 代数 公式 x +y =y+x 对 任何 代入 均 成 立 。 ， 
在 命题 演算 中 也 有 类 似 的 一 些 公式 叫 重 言 式 ， 它 不 
管 你 代入 什么 命题 都 成 立 。 这 些 重 言 式 的 命题 当然 
是 我 们 感 兴趣 的 对 象 。 我 们 的 任务 就 是 把 重 言 式 的 
规律 性 总 结 出 来 ， 特 别 是 它们 是 不 是 可 以 从 少数 公 
理 推出 来 ， 这 个 公理 系统 是 我 们 研究 的 主要 对 象 。 

正如 在 代数 学 中 ， 我 们 用 符号 x,y,z 代 兰 数 ， 
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.在 命题 演算 中 ,我 们 用 符号 A,B,C， 代 替 语 名 (或 命 
题 ) ， 然 后 还 能 用 一 些 连接 词 把 它们 连结 成 更 为 复 
洲 的 语句 。 语 句 有 真有 假 ， 复 灯 语 句 的 真 假 与 组 成 
的 语句 有 关 , 也 与 连接 词 有 关 。 它 们 可 以 通过 “计算 ” 
来 确定 。 不 过 最 简单 的 关系 可 用 * 真 值 表 ” 来 表示 。 

在 一 般 语句 尤其 是 在 数学 的 语句 中 ， 常 见 的 连 
接 词 有 “1( 否定) 、A( 合 取 )、V ( 析 取 ) 、 之 
(蕴涵 ) 、< 和 > (等 价 ， 当 且 仅 当 ) 等 。 
把 站 放 在 一 个 语 名 之前， 就 表示 该 语 名 的 否 
定 ， 所 以 它 的 真 值 表 可 表示 和 如下， < 


A TIA - 
真 假 
假 ” 真 ~ 


这 表示 ， 如 果 A 真 ， 则 A 假 ， 如 果 A 候 ， 则 1A 
真 。 这 反映 了 我 们 通常 的 逻辑 规律 ， 一 个 语句 不 真 
则 假 ， 也 就 是 排 中 律 。 这 种 逻辑 中 任何 语句 的 《让 
值 ? ， 只 有 两 个 “ 真 2” 或 “《 假 六 ， 所 以 这 种 逻辑 也 
全 二 值 逻辑 。 

入 表示 “和 2” “和 且 ”， 如 和 AA 表示 “今天 天 上 晴 ”、 
B 表 示 “明天 下 雨 ”， 则 A 信 B 就 表示 “今天 天 晴 
且 明 天 下 雨 ”，A 和 信 B 的 真 假 与 A;B 的 真 假 有 关 ， 
由 下 面 真 值 表 表示 ; 
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真 真 页 
假 真 候 
真 假 候 
假 假 候 


也 就 是 只 有 A 和 B 均 真 时 ，AAB 才 真 。 

数理 逻辑 中 的 连结 词 V 常 常 译 做 “或 >” 。 不 过 
一 般 的 “或 ”有 两 种 意思 ， 一 种 是 互 斥 的 “或 ， 
也 就 是 不 能 同时 出 现 的 ， 如 这 只 小 鸡 是 公 的 或 者 是 
母 的 ， 另 一 种 是 可 以 同时 出 现 ,也 就 是 可 以 相 容 的 ， 
如 现在 正在 刮 风 或 者 正在 焉 雨 ， 可 以 理解 为 刮 风 不 
”下 雨 ， 或 下 雨 不 刊 风 ,也 可 以 又 刮 风 又 下 雨 , 在 数理 
逻辑 中 ,我 们 把 V 完全 按照 第 二 种 意义 来 理解 。 它 的 
定义 是 门 (“1A 人 1B) 所 以 V 的 真 值 表 是 这 样 的 : 


A B AVB 
假 ” 真 真 


真 假 真 
z 假 假 假 四 
逻辑 和 数学 中 最 重要 的 连结 词 是 《如 果 A 则 By” 
这 种 语句 常 称 为 条 件 式 或 蕴涵 式 ， 也 就 是 由 A 可 推 
出 B 来 。 许 数理 溪 辑 中 用 符号 A 二 BA 一 B 来 表示 。 


32 
本 书 为 了 不 同 集 合 论 符号 和 了 映射 符号 混 清 ， 用 和 A> 
B 表 示 。 但 是 数理 逻辑 中 对 A 之 B 的 意义 与 一 般 理 解 
不 同 ， 它 的 定义 是 ~1( A 个 B ) , 它 的 真 值 表 为 : 


A B A= 寺 B 

真 真 真 

假 真 真 

真 候 假 
假 假 真 . 


其 真 值 表 可 以 看 出 ， 这 种 A 之 B 与 通常 理解 的 “如 
果 A 则 87. 有 根本 不 同 ， 通 常 推理 中 不 认为 由 假 命 
题 推出 真 命题 的 推理 是 正确 的 ， 而 数 理 逻 辑 中 的 
4% 获 遂 ”之 则 可 以 由 假 命 题 推出 任何 命题 来 ， 不 管 
是 真是 假 。 这 就 是 所 谓 “ 实 质 蔓 涵 > 。 这 看 起 来 似 
平 不 可 理解 ， 于 是 有 人 疝 有 罗素 挑战 ,要 他 从 ^2+2= 
5” 这 个 假 命题 推出 “罗素 与 某 主教 ( 工 ) 是 一 个 
人 2” 。 罗 素 于 是 做 出 了 下 面 的 推导 ， “假设 2+2= 
5， 而 我 知道 ?+2=4， 故 4=5。 两 边 减 1 得 3= 4， 
再 减 1 得 2 = 3， 再 减 1 得 1= 2， 大 家 知道 罗 素 与 是 
两 个 人 ， 由 1 = 2， 所 以 推出 罗素 与 x 是 一 个 人 。” 

A<>B 表 示 语 名 A 和 语句 B 可 以 互 推 ， 有 相同 
焉 值 ， 也 就 是 同时 为 真 或 同时 为 假 。 也 常用 A 三 B 
表示 。 它 的 真 信和 表 为 ， 
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A B A<>B 
真 真 真 ， 
假 真 假 
真 假 假 
假 假 真 


有 了 真 值 表 之 后 ， 由 这 些 连 结 词 构成 的 复数 语 
名 的 真 假 也 就 可 以 一 步 一 步 “演算” 出 来 ， 这 种 过 
程 就 时“ 语句 演算 ”。 例 如 ;. 

求 (A<>B) 之 (“1A 和信 B ) 的 真 值 表 ， 
A BA<>B -A AAB (A<>B)>(AAB) 


真 真 真 假 假 假 
假 真 假 真 真 真 
真 假 假 假 ” 假 真 
假 假 真 真 假 假 


如 果 语 名 很 长 很 复杂 ， 我 们 不 必 一 步 一 步 都 写 
出 来 ， 而 只 把 真 候 值 写 在 连结 词 下 面 就 可 以 了 ， 例 
如 上 名 的 真 候 表 可 以 写成 / 

(A <>B)> (“AAB) 

真 真 真 假 假 真 假 丰 

假 假 真 克 。” 真 假 真 真 

真 假 假 真 ” 假 真 假 真 

假 真 假 假 ” 真 假 假 候 
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当然 ， 通 过 逻辑 连结 词 可 以 得 出 许 许 多 多 语 
句 ， 这 些 语句 中 最 重要 的 -一 类 是 它 的 真 假 与 组 成 它 
的 A，B，C，D，… 诸 语句 的 真 假 无 关 ， 或 者 说 是 恒 
真 或 但 假 。 恒 取 真 值 的 语句 我 们 称 为 重 言 式 ， 恒 取 
假 值 的 语句 则 是 矛盾 式 。 这 两 者 互 为 否 定 ， 即 如 
和 人 是 重 言 式 ， 则 门 A 是 矛盾 式 ， 反 之 如 A 是 矛盾 
式 ， 则 下 人 是 重 言 式 。 所 以 我 们 可 以 只 研 究 重 言 
式 。 

现在 的 问题 臣 给 定 一 个 复杂 的 语句 ， 如 何 判定 
哗 是 下 是 重 言 式 。 我 休 的 办 法 是 把 一 个 复杂 的 语句 
经 过 等 值 的 变换 成 为 我 们 容易 判定 的 标准 形式 。 标 
准 形式 一 般 有 两 种 ， 一 种 是 许多 析 取 式 的 合 取 式 ， 
另 一 种 是 许多 合 取 式 的 析 取 式 。 这 两 种 标准 形式 是 
互相 对 侦 的 。 
- ”我 们 遵照 下 面 的 变形 规则 可 以 把 任何 复杂 语句 
变 成 标准 形式 : 

1 ) 对 于 入 及 V 的 演算 可 以 象 代数 学 一 样 使 用 
结合 律 、 交 换 律 和 分 配 律 。 

2 ) 把 :1x 换 成 Xx。 - 

3) -了 CxAy ) 换 成 ("lx )V (Tly)。 

了 CxVy ) 换 成 (x) 人 (ly )。 
4 ) xX 坟 7 换 成 |xVyY 
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Xx 所->y 换 成 (lxVy) 八 (lyVx)。 
例如 ，《〈xsy ) 入 >( ly 之 ]x ) 通过 等 值 变形 
规则 可 以 变 为 [xVyVC lx)】 人 [Cly)Vy 
VCmxz)]AKECT7)V(Cnz)V7] A.CxV 
(“lx ) Vy]， 它 们 都 是 一 些 析 取 项 ( 由 V 连 结 ) 
的 合 取 式 《 由 入 连结 ) 。 变 成 这 样 的 标准 形式 ， 就 
不 难 判断 它 是 否 为 重 言 式 了 。 

要 使 合 取 式 为 重 言 式 ， 则 需 每 一 析 取 项 为 真 。 

要 想 每 个 析 取 项 xVyVzV…V W 为 真 ， 只 要 其 中 
至 少 一 个 x 为 真 。 最 能 说 明 问 题 的 是 不 管 什 么 x，x 
V《 “1x ) 永远 为 真 ， 所 以 只 要 每 个 析 取 项 中 都 包 
含有 xV( 站 x ) 形式 的 式 子 ， 则 整个 合 取 式 必 定 
为 重 言 式 。 | 

交 如 要 判定 ( X AY ) 之 X 是 否 重 言 式 ， 把 它 变形 
为 CXAY) VX, 再 变形 为 (“1X )Y (一 Y》 
VX, 它 只 有 一 项 ， 含有 XY C TIX)» 所 以 是 重 言 
式 。 
-” 同 放 也 可 殷 任 何 复杂 滞 名 表示 为 合 取 式 的 折 了 到 
式 。 
我 们 已 经 能 够 判断 哪些 复合 语句 是 重 言 式 了 。 
和 自然， 我 们 融 电 把 束 个 时 式 的 系统 公理 化 ， 也 
就 是 用 少数 重音 式 通过 一 定 的 推理 规则 得 出 所 有 的 
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言 式 。 这 样 就 构成 一 个 命题 演算 的 公理 系统 。 例 
如 怀特 海 (A.N,Whitehead，1861 一 1947 ) 和 罗 
素 在 《 数学 原理 》 中 所 用 的 是 : 

公理 (1 ) XVX 二 不 
(C2) X=>XVY 
(3) XVY=>YVX. 
(4) (CX>Y)> [ZVYX=>2Z2VY) 
还 有 -一 个 公理 (5》 XV (YVZ ) 过 > YV (XV2)， 

”后 来 证 明 是 多 余 的 。 另 外 还 有 《1 ) 代入 规 则 ， 即 
每 个 命题 变 元 在 其 出 现 的 每 一 处 代 以 相同 的 命题 ， 
( 2》 推理 规则 ， 由 A 及 A 之 B 两 公式 可 推出 新 公式 

B, | 

这 个 公理 系统 很 简单 ， 可 以 由 它 推出 所 有 的 重 
言 式 。 但 是 命题 演算 的 公理 系统 不 止 一 个 ， 除 了 用 
VY 和 之 为 基本 连结 词 外 ， 还 有 用 { "1, VY } , {1 
AT，L( 人 全 全 ， 1},， 1 1， V, A}, {~I, VY, 
人 访 }，{ ]，Y, A， 池 , 所 > } 等 为 基本 连结 
词 的 。 特 别 有 趣 的 是 有 人 只 用 一 个 基本 连结 词 ， 邵 
合 佛 (sheffer) 符 号 | , 它 表 示 “ 并 非 两 者 都 …”， 
以 及 “1 2” (表示 既 非 …， 亦 非 … ) 。 选 定 基本 连 
结 词 后 ， 还 可 以 建立 不 同 的 形式 系统 。 问 题 的 关键 
在 于 建立 每 个 形式 系统 的 协调 性 , 独立 性 及 完全 性 。 
这 些 证 朋 是 不 难 的。 独立 性 通常 用 模型 的 方法 证 
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明 ， 协 调 性 通过 真 值 表 可 以 推出 。 因 难 一 些 的 是 完 
全 性 定理 。 即 重 言 式 都 可 以 用 公理 推出 来 。 对 于 命 
题 演算 最 早 是 由 美国 逻辑 学 家 波斯 特 (了 上 。L.Post， 
1897 一 1954 ) 在 1921 年 给 出 证 明 的 。 他 的 证 明 方 法 
是 把 命题 化 为 标准 形式 一 一 合 取 范式 。 教 科 书 中 常 
见 的 证 明 是 匈牙利 数学 家 卡尔 马 (.L。Kalmar， 

1905 一 1976 ) 给 出 的 。 除 了 这 些 构 造 性 证 明之 外 ， 
还 有 用 布尔 代数 的 非 构 造 性 证 明 。 


2.1.2 一 阶 谓 词 演 算 


在 命题 演算 中 ， 形 式 化 的 对 象 及 演算 的 对 象 都 
是 语句 。 但 是 ， 在 数学 乃至 一 般 推理 过 程 中 ， 许 多 
常见 的 逻辑 推理 并 不 能 建立 在 命题 演算 的 基础 上 。 
例如 : 
1。 张 三 的 每 位 朋友 都 是 李 四 的 朋友 ， 
” 王 五 不 是 李 四 的 朋友 ， 
所 以 王 五 不 是 张 三 的 朋友 。 
2。5 大 于 3， 
3 大 于 2， 
所 以 5 大 于 2。 
因此 ， 我 们 必须 深入 到 语句 的 内 部 ， 也 就 是 要 把 语 
句 分解 为 主语 和 谓语 。 古 典 届 辑 只 是 把 语句 分 解 为 
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“a 是 b” 的 办 法 是 根本 不 够 的 ， 应 该 采 用 “a，b 
有 关系 R”， “a，b，c 有 关系 R”， 以 及 “a 具有 
性 质 P” 等 等 说 法 。 也 就 是 把 语句 分 解 成 个 体 ( 表 
为 a，b，c，Xx，y，z ) 和 谓词 ( 表 为 P，Q，R)， 
一 元 谓词 即 谓词 或 性 质 ， 如 “是 素数 ” 用 P 表 示 ， 
3 是 素数 用 P ( 3 ) 表示 。 同样 多 元 谓词 是 多 元 关 
系 ， 如 5 大 于 3， 可 表 为 5 之 3， 或 (5，3)， 或 4 
《 5，3 ) 。 对 于 一 般 语句 ， 个 体 也 可 用 变 元 x，y 
表示 ， 如 Q ( x，y ) 。 对 于 变 元 x 的 变动 范围 ， 如 
果 任 何 x 均 能 具有 性 质 P， 则 我 们 用 YY xP Cx) 表 
示 ， 如 果 有 zx 能 具有 性 质 P， 则 我 们 用 9xP(x) 
表示 。V 和 各 分 别 称 为 全 称 量词 和 存在 量词 。 这 些 
量词 是 弗 雷 格 在 1879 年 引进 的 ， 这 在 逻辑 史上 是 一 
个 重要 里 程 碑 ， 可 以 认为 数理 逻辑 真正 由 此 开始 。 

谓词 演算 要 比 命题 演算 范围 宽广 得 多 ， 这 由 变 
元 也 可 以 反映 出 来 。 命 题 演算 的 变 元 只 是 语句 或 全 
题 ， 而 谓词 演算 的 变 元 有 三 类 ; 

1。 个 体 变 元 ， 它 的 范围 极 广 ,如 上 面 例子 中 的 
张 三 、 李 四 、 王 五 、2、3、5 等 等 。 谓词 演算 中 个 
体 变 元 是 代替 一 类 符号 的 ， 这 个 类 叫 它 的 变 城 。 

2。 命 题 变 元 ， 用 X，Y，Z 表 示 。 

““” 3。 谓词 变 元 ， 用 P，Q 表 示 ， 每 个 变 元 有 固定 
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的 元 数 ， 也 就 是 它 表 示 多 少 个 对 象 的 关系 。 

由 于 谓词 演算 中 有 全 称 量词 和 存在 量词 ， 在 这 
些 量词 后 面 的 变化 称 为 约束 变 元 ， 其 他 变 元 称 为 自 
由 变 元 。 最 位 年 的 谓词 凌 算 是 狭义 谓词 交 算 ， 现 在 
通称 一 阶 谓 词 演 算 。 

由 于 变 元 较 多 ， 需 要 把 “公式 ”解释 得 清楚 
些 、 我 们 把 一些 经 过 有 限 次 应 用 下 列 规则 而 得 到 的 
符号 组 合 称 为 公式 : _、 

工 。 一 个 命题 变 元 是 一 个 公式 。 

2。 一 个 调 词 变 元 , 它 的 括号 中 已 有 个 体 灾 元， 
则 为 一 个 公式 。 _ 

3。 如 一 - 个 符号 组 合 A 是 一 公式 ， MIA A 也 是 
一 公式 。. . : 

4。 如 和 A，B 为 两 个 公式 ， 如 个 体 变 元 在 两 个 公 
式 中 同 为 约束 或 同 为 日 外， AAD, AVB，A 人 之 
B， 人 A 拟 之 县 也 是 公式 。 i 
，. 5。. 如 果 A 《x ) 为 一 公式 ， 其 中 变 元 x 是 自由 
变 元 则 VxA (x)，9xA(x) 也 是 公式 ,如 
果 公 式 中 还 有 其 它 变 元 ， 对 其 他 变 元 也 可 依 同 法 给 
出 。 . i 
如 果 谓 词 演算 的 公式 不 含 自由 变 元 ， 就 称 为 一 
个 语句 或 团 公 式 。 一 个 形式 的 语句 可 以 有 多 种 解 
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释 ， 比 如 下 面 三 个 语句 ; 

(1)VxVy [P(x, y)>P (x, y)i, 

(2)VxVyVz LL(P (xy y) AP(l(y, 2))—>P 
(C(x, 2 

(3)VryHIxP (x, y),， 

”其 中 P 是 个 二 元 谓词 。 我 们 可 以 把 P( x，y ) 解释 
为 x 是 了 的 先辈 ， 表 示 全 体 人 元 内 的 一 个 关系 。 xX， 
y。，2z 可 以 在 全 体 活 人 和 死人 范围 内 取 值 ， 则 (1)， 
(2)， (3 ) 都 是 真 命题 。 用 这 种 解释，(1 ) ， 
(2)，(3) 成 为 : 

《 1’) 对 于 任何 x 和 yy， 如 果 x 是 7 的 先 华 ， 则 zx 
是 了 的 先辈 。 _ 

〈《27 ) 对 于 所 有 x，y，z， 如 果 x 是 了 的 先辈 ， 
y 是 z 的 先 吾 ， 则 x 是 y 的 先 华 。 

( 3) 每 人 都 有 一 位 先辈 。 

另外 ， 我 们 也 可 以 把 P 解 释 为 大 于 之 〈 或 小 于 
< ) ， 个 体 域 取 自 自然 数 (或 有 理 数 ,实数 等 等 ) ， 
这 三 个 语句 也 是 真 命题 。 

从 上 面 可 以 署 出 ， 谓 词 演算 的 一 个 语句 可 以 包 
含 许多 语句 ， 甚 至 无 穷 多 语句 (如 自然 数 中 的 之 )。 
这 些 语 句 ， 有 的 语句 的 页 假 与 解释 有 关 ， 比如 把 
P(x,，y) 解 释 为 “x 是 y 的 父亲 ”， 则 《1)， 
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(3) 为 真 , 但 (2) 不 对 ,把 P (x, y) 解释 为 
“x 是 y 的 儿子 ” 则 (2) 、《3) 均 不 对 ,但 是 (1 ) 
仍然 成 立 。 象 (1 ) 这 样 的 语句 ， 不 论 怎 样 解释 都 
成 立 ， 我 们 称 为 普遍 有 效 的 ， 对 公式 也 是 如 此 。 而 
有 的 公式 对 于 特定 解释 为 真 ， 则 称 为 可 满足 的 。 普 
遍 有 效 的 公式 肯定 是 可 满足 的 ， 但 可 满足 的 公式 不 
一 定 是 普 这 有 效 的 。 

谓词 演算 中 的 普遍 有 效 公式 与 命题 演算 中 的 重 
言 式 还 是 有 差别 的 。 我 们 有 行 之 有 效 的 具体 方法 来 
判定 一 个 公式 是 不 是 重 言 式 。 这 种 方法 每 一 步 都 有 
明确 的 规定 ， 并 且 可 以 在 有 限 步 内 完成 ， 这 种 方法 
我 们 称 为 能 行 的 。 但 是 在 谓词 演算 中 ， 并 没有 一 种 
能 行 的 方法 来 判定 任何 一 个 公式 是 否 普 遍 有 效 的 。 
这 就 需要 寻找 一 种 能 行 的 方法 来 判 害 某 个 具体 公式 
或 一 类 公式 是 否 普 遍 有 效 ， 这 就 是 所 谓 判 定 问 题 。 
它 是 数理 迎 辑 中 最 主要 的 问题 之 一 。 z 

一 阶 谓词 演算 的 普遍 有 效 公 式 也 有 一 个 公理 系 
统 。 一 个 简单 的 公理 系统 是 在 命题 演算 公理 系统 中 
增加 关于 量词 的 两 条 公理 ， 共 有 六 条 : 

1,。 XVX 坊 X 

2. XXVY 

$3. XYY-=> YYX 
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4. (XY)—> [ZVX->ZV YY) 

5. VxP(x)=>P(y) 

6。 工 (了 了) 之 xzPCx) 

第 五 条 公理 是 讲 ， “如 果 一 个 谓词 P 对 一 切 x 
都 成 立 ， 则 它 对 任何 一 个 7 也 成 立 。 

第 六 条 公理 是 讲 ，“ 如 果 一 个 滑 记 P 对 某 一 个 
7 成 立 ， 则 存在 一 个 x 使 了 成 立 。? 

另外 ， 同 样 也 有 代入 规则 及 推理 规则 ( 由 公式 
A 及 A 之 B 可 得 一 个 新 公式 B ) 。 另 外 ， 还 有 约束 变 
元 改 字 规 则 等 变形 规则 。 : 

在 谓词 演算 中 也 可 以 将 每 一 个 公式 通过 变形 规 
则 化 为 标准 形式 。 其 中 最 常用 的 是 所 谓 前 束 范式 ， 
也 就 是 公式 中 所 有 的 量词 都 放 在 最 前 面 ， 而 且 每 个 
量词 之 前 都 没有 否定 号 ”|， 它 们 之 间 没 有 括号 隔离 
开 ， 从 而 量词 的 作用 区 域 全 都 展 延 到 公式 的 末尾 。 
不 仅 如 此 ， 还 可 以 把 前 束 范式 进一步 化 成 斯 科 兰 姆 
(个 -Skolem，1887 一 -1963 ) 范式 ， 它 不 但 具有 前 
束 范式 的 形状 ， 而 且 每 一 个 存在 量词 都 在 所 有 全 称 
量词 之 前 。 

利用 范 z \ 可 以 解决 许多 问题 ， 最 重要 的 是 哥 德 
尔 证 明 的 一 阶 谓 词 演算 的 公理 系统 的 完全 性 定理 ， 
妇 可 以 证 明 ， 公 式 和 在 公理 系统 申 可 以 证 明 的 当 吕 
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仅 当 A 是 普 这 有效 的 。 同 样 ， 一 阶 谓 词 演算 的 公理 
系统 也 是 协调 《无 矛盾 ) 的 和 独立 的 。 

1936 年 丘 奇 (A。Church 1903 一 )》 和 图 林 
(A.Turing 1912 一 1954 ) 独立 证 明 一 阶 谓词 演算 
公式 的 一 般 判 定 问题 不 可 解 。 问 题 变 为 去 解决 具有 
特殊 形式 的 范式 的 公式 的 判定 问题 。 


“2.1.3 其 他 逻辑 演算 


”” 逻辑 演算 系统 很 多 。 命 题 演算 应 该 说 来 源 于 
布尔 。 布尔 的 系统 是 非 真 即 假 的 二 值 系 统 。 真 值 大 
于 2 的 逻辑 系统 称 为 多 值 逻 辑 。 多 值 逻 辑 首先 由 波 ， 
” 兰 数 学 家 卢 卡 西 维 艾 ( 七 kasiewicz 1878 一 1956 ) 
在 1920 年 引进 的 。 波 斯 特 在 1921 年 也 独立 地 引进 。 
多 值 之 辑 有 着 广泛 的 应 用 。 七 十 年 代 国 际 上 多 次 召 
开 专 门 的 多 值 逻辑 会 议 。 : 

另 一 种 常见 的 逻辑 是 模 态 逻辑 ， 是 美国 逻辑 学 
家 刘易斯 (CC。I.Lewis，1883 一 1964 ) 在 1918 年 
引进 的 。 他 考虑 的 不 是 实质 董 涵 而 是 严格 草 涵 。 另 
外 ， 他 在 逻辑 中 也 考虑 所 谓 必 要 性 与 可 能 性 等 问 
题 ， 引 进 著名 的 模 态 算 子 个， 这 是 直观 可 能 性 的 形 
式 化 。 他 建立 了 五 个 公理 系统 ， 用 Si， S:， …， 
35 表示。 
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还 有 一 个 包括 古典 逻辑 演算 的 公理 系统 ， 即 下 


觉 主 义 公理 系 统 。 其 中 否定 排 中 律 ( 1"IP->P ) ， 
是 荷兰 数学 家 海 荆 (A。Hey ting， 1899 一 1980 ) 
于 1930 年 引进 的 。 它 虽 因 直觉 主义 面 得 各， 但 是 可 
以 得 到 其 他 的 解释 ， 它 在 现代 数理 逻辑 的 研究 中 十 
分 重要 。 
在 数理 逻辑 的 研究 中 ， 狭 义 谓词 演算 是 最 重要 
的 。 狭 义 谓 词 演算 也 称 一 阶 谓 词 演算 ， 许多 人 默 
认 ， 数 学 中 所 用 的 逻辑 ， 通用 一 阶 谓词 演 算 。 但 
是 ， 许 多 涉及 数学 问题 的 逻辑 演算 必须 加 进 有 关 等 
号 的 谓词 ， 称 为 其 等 式 的 一 阶 谓词 演算 。 这 是 现在 
最 常用 的 一 种 逻辑 系统 ， 在 研究 算术 系统 中 要 用 到 
它 。 但 是 ， 即 使 象 实数 的 算术 系统 ， 一 阶 谓词 演算 
也 是 不 够 的 ， 更 何况 现代 数学 中 涉及 集合 的 子 集 ， 
因此 一 阶 谓词 演算 是 不 足以 表达 的 。 这 时 需要 二 阶 
谓词 演算 乃至 高 阶 谓词 演算 ， 其 中 首先 出 现 的 是 谓 
词 变 元 。 | 加 
不 过 ， 在 现代 数理 逻辑 的 研究 中 ， 常 常 通过 其 
他 方式 推广 一 阶 谓词 演算 。 比如 一 种 常用 的 “无 
穷 ” 光 辑 Lw iw 人 允许 无 穷 公式 ， 即 公式 中 容许 可 数 
多 合 取 或 析 取 ， 不 过 量词 仍 限制 为 有 限 多 。 这 种 无 
穷 逻 辑 现在 在 集合 论 、 逆 归 论 、 模 型 论 当 中 是 必 不 


剖 1 法 尖 业 洛 


他 . 下 ,mt 


可 少 的 。 
另外 一 种 途径 推广 一 阶 谓词 演算 是 引进 新 的 景 
词 ， 比 如 “存在 许多 …”。 


逻辑 系统 比 数学 系统 更 不 统一 ， 各 人 用 的 系统 
在 细节 上 有 许多 不 同 ， 而 且 同 一 概念 也 用 不 同 的 符 
号 来 表示 。 

第 一 套 是 弗 雷 格 自己 系统 运用 的 ， 但 是 连 他 的 
后 继 者 也 不 用 这 赛 极 不 方便 的 符号 系统 。 

第 二 套 是 皮 亚 诺 首先 在 《 数学 论 集 ， 提 出 的 ， 
后 经 罗素 和 怀特 海 在 “数学 原理 》 中 使 用 。 一 般 文 
献 通用 的 都 是 这 各 符号 系统 的 改进 形式 ， 如 项 尔 伯 
特 和 他 的 学 生 们 采用 的 也 属于 这 一 套 。 

第 三 寒 是 卢 卡 西 维 欧 使 用 的 ， 司 来 也 有 人 用 ， 
如 普 瑞 尔 (A,N,Prior ) 在 形式 逻辑 中 就 加 以 
采用 。 人 
为 了 方便 起 见 ， 把 各 派 符号 列表 如 下 


符 号 和 
语义 有 
怀特 海 及 罗 弄 | 项 尔 信 特 四 | 

| ~ | 

式 V | Y 

可 | 入 
如 水 … 则 … 1 > z | > 
当 上 县 仅 当 | = | ~ bE 
存在 茶 个 x| (XxX) (Ex) CEx)》 : Hx 
(Cx) Cx) | Vx 


对 于 所 有 Xx | (XxX) 


2 -2 导数 学 的， 集合 论 有 他 
2.2.1 集合 论 的 创立 和 传播 


”集合 论 的 创立 者 格 奥 尔 格 ， 康 托 尔 ， 1845 年 

月 3 日 出 生 于 俄国 圣彼得堡 ( 今 苏联 列宁 格 勒 ) 一 
”个 商人 家 庭 。 他 在 中 学 时 期 就 对 数学 感 兴趣 。1862 
年 ， 他 到 苏黎世 上 大 学 ，1863 年 转 入 柏林 大 学 。 当 
时 柏林 大 学 正在 形成 一 个 数学 教学 与 研究 的 中 心 。 
他 在 1867 年 的 博士 论文 中 已经 反映 册 “ 离 经 叛 道 2 
的 观点 、 他 认为 在 数学 中 提问 的 艺术 比 起 解法 来 更 
为 重要 。 的 确 ， 他 原来 的 成 就 并 不 总 是 在 于 解决 问 


有 


名 
1 站 


Ar 


- Lr* t 一 了 
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题 ， 他 对 数学 
的 独特 贡献 在 
于 他 以 特殊 提 
问 的 方式 开辟 
了 广阔 的 研究 
领域 。 他 所 提 
出 的 问题 一 部 
分 被 他 自己 解 
” 决 ， 一 部 分 被 
他 的 后 继 者 解 
决 ， 一 些 没 有 
解决 的 问题 则 
始终 支配 着 某 一 
一 个 方向 的 发 
展 ， 例 如 著名 
的 连续 统 假 ”图 2 G. 康 托 尔 
 ” 设 。 z z ( 1845—1918 ) 
1869 年 康 托 尔 取 得 在 哈 勒 大 学 任教 的 资格 ,不 
扩 就 升 为 副教授 ， 并 在 1879 年 升 为 教授 。 他 一 直到 
去 世 都 在 哈 勤 大 学 工作 。 哈 勤 是 一 个 小 地 方 ， 而 且 
薪金 微薄 。 他 原来 希望 在 柏林 找到 一 个 薪金 较 高 、 
声望 更 大 的 教授 职位 ， 但 是 在 柏林 ， 那 位 很 有 势 方 


. 
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而 和 且 又 专横 跋 鹿 的 克 阁 耐克 ( L.Kronecker, 1823 
一 1891 ) 处 处 跟 他 为 难 ， 墙 塞 了 他 所 有 的 道路 。 原 
因 是 克 洛 耐克 对 于 他 的 集合 论 ， 特 别 是 他 的 “ 超 穷 
数 ” 观 点 持 根 本 否定 的 态度 。 由 于 用 脑 过 度 和 精神 
紧张 ， 从 1884 年 起 ， 他 不 时 犯 深度 精神 抑郁 症 ， 党 
常住 在 疗养 院 里 。1918 年 1 月 6 晶 他 在 哈 勒 大 学 附近 
的 精神 病院 中 去 世 。 
集合 论 的 诞生 可 以 说 是 在 1873 年 年 底 。1873 年 
31 月 ， 他 在 和 戴 德 金 的 通信 中 提出 了 一 个 问题 ， 这 
个 问题 使 他 从 以 前 关于 数学 分 析 的 研究 转 到 了 一 个 
新 方向 。 他 认为 ， 有 理 数 的 集合 是 可 以 “ 数 ? 的 ， 
也 就 是 可 以 和 自然 数 的 集合 成 一 对 一 的 对 应。 但 
是 ， 他 不 知道 ， 对 于 实数 集合 这 种 一 对 一 的 对 应 是 
否 能 办 到 。 他 相信 不 能 有 一 对 一 的 对 应 ， 但 是 他 
“ 讲 不 出 什么 理由 ”。 不 久之 后 ， 他 承认 他 “没有 
认真 地 泛 虑 这 个 问题 ， 因 为 它 似乎 没有 什么 价值 。” 
楼 着 他 又 补充 一 句 ，“ 要 是 你 认为 它 因此 不 值得 再 
花费 力气 ， 那 我 就 会 完全 赞同 。” 可 是 ， 康 托 尔 又 
考虑 起 集合 的 映射 问题 来 。 很 快 ， 他 在 1873 年 12 月 
7 日 叉 写 信 给 戴 德 金 ， 说 他 已 能 成 功 地 证 明 实数 的 
“集体 了” 是 不 可 数 的 了 。 这 一 天 可 以 看 成 是 集合 论 
的 诞生 日 。 戴 德 金 祝贺 康 托 尔 取得 成 功 。 其 间 ， 证 


i 


1 
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明 的 意义 也 越 来 越 清楚 。 因 为 康 托 尔 还 成 功 地 证 明 
代数 数 的 集合 是 可 数 的 。 所 谓 代数 数 就 是 整 系数 代 
数 方程 的 根 ， 例 如 v3，3/5 分 别 满足 xz -2=0， 
xs-5=0， 所 以 都 是 代数 数 ， 象 < 与 e 不 满足 任何 
整 系数 代数 方程 ， 则 称 为 超越 数 。 早 在 1847 年 ， 刘 
维尔 就 通过 构造 的 方法 ( 当时 大 家 认为 是 唯一 可 接 
受 的 方法 ) 证 明 超 越 数 的 存在 ， 也 就 是 具体 造 出 超 
越 数 来 。 可 是 ， 康 托 尔 1874 年 发 表 的 集合 论 头 一 篇 
论文 < 论 所 有 实 代数 的 集合 的 一 个 性 质 ， 断言 ， 所 
有 实 代数 数 的 集合 是 可 数 的 ， 所 有 实数 的 集合 是 不 
可 数 的 。 因 此 ， 非 代数 数 的 超越 数 是 存在 的 ， 并 且 
其 总 数 要 比 我 们 熟知 的 实 代数 数 多 得 多 ， 也 就 是 说 
超越 数 的 集合 也 是 不 可 数 的 。 康 托 尔 的 这 种 证 明 是 
史无前例 的 。 他 连 一 个 具体 的 超越 数 都 没有 举 出 - 
来 ， 就 “信口开河 ”说 超越 数 存在 ， 而 且 比 实 代数 
数 的 “总 数 ” 多 得 多 ,这 怎么 能 不 引起 当时 数学 家 的 = 
怀疑 其 至 愤怒 呢 ? z 
其 实 ， 康 托 尔 的 著作 主要 是 证 明了 无 穷 之 间 世 
有 差别 ， 既 存在 可 数 的 无 穷 ， 也 存在 那 种 像 实数 集 
合 那样 不 可 数 的 、 具 有 “连续 统 的 势 2 的 无 穷 。 过 
去 数学 家 认为 靠得住 的 只 有 有 限 ， 而 无 穷 最 多 只 是 


模 模糊 糊 的 一 个 记号 co。 而 康 托 尔 把 无 穷 分 成 许 许 
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多 多 “层次 ”， 这 真有 点 太 玄 平 了 。 

1878 年 ， 康 托 尔 发 表 了 集合 论 第 二 篇 文章 ， 其 
中 把 隐 含 在 1847 年 文章 中 的 “一 一 对 应 ”概念 提出 
来 作为 判断 两 个 集合 相同 或 不 同 的 基础 。 这 是 最 原 
”” 始 的 等 价 观念 。 而 两 个 集合 相互 之 间 能 够 一 一 对 应 

就 称 为 等 势 。 势 的 概念 于 是 应 运 而 生 。 
从 1879 年 到 1884 年 康 托 尔 发 表 了 题 为 “ 论 无 穷 
线性 点 集 ” 的 一 系列 文章 ， 共 有 六 篇 。 这 些 文章 黄 
定 了 新 集合 论 的 基础 。 特 别 是 在 1883 年 的 文章 中 引 
进 生成 新 的 超 穷 数 概念 ， 并 且 提 出 了 所 调 连续 统 假 
设 ， 即 可 数 基数 后 面 紧 接着 就 是 实数 基数 。 他 相信 
这 个 假设 正确 ， 但 没 能 证 明 。 这 个 假设 对 于 二 十 世 
纪 数 学 基础 的 发 展 起 着 极其 重大 的 作用 。 

康 托 尔 最 后 的 集合 论著 作 是 1895 年 和 1897 年 发 
表 的 两 篇 文章 ， 其 中 最 重要 的 是 引进 “ 序 型 > 的 概 
念 ， 并 定义 相应 的 序数 。 这 个 时 期 ， 反 对 集合 论 的 
势力 逐渐 浊 弱 ， 但 是 ， 集 合 论 的 内 在 矛盾 已 经 暴露 
出 来 。 康 托 尔 自己 最 早 发 现 集合 论 的 内 在 矛盾 。 他 
在 1895 年 文章 中 遗留 下 两 大 问题 未 解决 : 一 个 是 连 
续 统 假设 ， 另 一 个 是 所 有 超 穷 基 数 的 可 比较 性 。 他 
虽然 认为 无 穷 基 数 有 最 小 数 但 没有 最 大 数 ， 但 没有 
明显 叙述 其 子 盾 之 处 。 第 一 个 发 表 集 合 论 悖 论 的 是 
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意大利 数学 家 布 拉 里 - 福 蒂 ( C.。 Burali-Forti, 
1861 一 -1931 ) 他 指出 所 有 序数 的 集合 这 个 概念 的 内 
在 矛盾 ， 但 是 当时 认为 这 也 许 能 够 补救 。 一 直到 
1903 年 罗素 发 表 他 的 著名 悖 论 ， 集 合 论 的 内 在 矛盾 
“ 才 突 出 出 来 ， 成 为 二 -十 世纪 集合 论 和 数学 基础 研究 
的 出 发 点 。 

康 托 尔 的 集合 论 是 数学 上 最 具有 革命 性 的 理 
论 ， 因 此 它 的 发 展 道路 自然 很 不 平坦 。 在 当时 ， 占 
统治 地 位 的 观念 是 ， 你 要 证 明 什么 ， 你 就 要 具体 造 
出 什么 来 。 因 此 ， 人 们 只 能 从 具体 的 数 或 形 出 发 ， 
一 步 一 步 经 过 有 限 多 步 得 出 结论 来 。 至 于“ 无 穷 ? 
的 世界 ， 即 完全 是 超 乎 人 的 能 力 之 外 ， 决 不 是 人 所 
能 掌握 和 控制 得 了 的 。 反对 集合 论 最 激烈 的 克 洛 耐 
克 认 为 ， 只 有 他 研究 的 数论 及 代数 才 最 可 靠 。 他 有 
一 名 著名 的 话 : “上 帝 创造 了 正 整 数 , 其余 的 是 人 的 
工作 。” 他 认为 除了 由 数 经 过 有 限 多 步 推出 的 事实 ， 
其 他 一 概 无 效 。 他 甚至 认为 圆周 率 r 都 不 存在 ， 证 
明 x 是 超越 数 也 毫 无 意义 。 当 时 柏林 是 世界 数学 的 
中 心 之 一 ， 克 洛 耐 克 又 是 柏林 学 派 的 领袖 人 物 ， 因 
此 他 对 集合 论 发 展 的 阻碍 作用 是 非常 大 的 。 克 洛 耐 
克 在 1891 年 去 世 之 后 ， 阻 力 一 下 子 减少 了 ， 康 托 尔 
发 挥 出 自己 的 组 织 才能 ， 积 极 筹建 德国 数学 联合 会 
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《 1891 年 成 立 ) 以 及 国际 数学 家 大 会 (1897 年 第 一 
届 大 会 在 苏黎世 召开 ) ， 给 集合 论 获得 承认 铺 平 了 
道路 。 2 z 
另 一 方面 ， 许 多 大 数学 家 支持 康 托 尔 的 集合 
论 。 除 了 戴 德 金 以 外 ， 瑞 典 的 数学 家 米 . 太 格 - 菜 夫 
蔓 (G。Mittag-Leffler1856 一 1927 ) 在 自己 创办 
的 国际 性 数学 杂志 “数学 学 报 ”( 1882 年 创刊 ) 
上 ，- 把 康 托 尔 集合 论 的 论文 译 成 法 文 转载 ， 从 而 大 
大 促进 了 集合 论 在 国际 上 的 传播 。 柏 林 大 学 教授 威 
尔 斯 特 拉 斯 也 是 集合 论 的 同情 者 。 为 了 捍卫 和 集合 论 
而 勇敢 战斗 的 则 是 希 尔 伯 特 。 
”” 从此， 围绕 集合 论 形成 了 二 十 世纪 初 关 于 数学 
基础 的 大 论战 。 


2.2.2 集合 论 简介 


我 们 都 知道 许多 集合 的 例子 。 比 如 说 ， 在 一 间 
教室 里 学 生 的 集合 ， 一 个 平面 上 所 有 三 角形 的 集 
合 ， 数 1，2，3，4，5 所 构成 的 集合 。 在 最 后 一 个 
例子 中 ， 我 们 把 这 个 集合 用 {1，2，3，4，5} 表 
示 。1，2， 3，4，5 称 为 该 集合 的 元 素 ， 或 说 属于 
该 集合 ， “属于 ”用 E 表示 ， 比 如 3€ { 1，2，3， 
4，5 } 但 是 7¢ {1,2,3,4,5 } ,对 表 示 “ 不 属于 ”， 
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数 1，2，3，… 称 为 自然 数 。 我 们 用 N 表 示 所 
有 目 然 数 的 集合 人 1，2,， 3,… } 因此 ,3E N,7EN， 
但 -3¢N, 2/3¢N, v2 ¢N。 

数 … 一 3， 一 2， 一 1,， -0,1,2，3,… 称 为 整数 。 
用 ZZ 来 表示 所 有 整数 的 集合 人 {…，-3， 一 2, 一 1， 
0，1，2，3，… }， 所 以 ，2€2， 一 3€2, 2/3 ¢ 
Z，w2 儿 2 等 。 四 

同样 我 们 可 以 定义 有 理 数 p/q (PEZ，qacN， 
且 p 和 q 互 素 ) 和 有 理 数 集合 Q。 ” 

除了 有 理 数 之 外 还 有 w2 ，s5 ，log2， zt 等 
” 数 ， 它 们 称 为 无 理 数 ， 有 理 数 和 无 理 数 统称 为 实 
数 ， 实 数 集合 用 及 表示 。 

定义 一 个 集合 也 就 是 讲 清楚 哪些 元 素 属 于 这 个 

合 。 两 个 集合 A，B 只 有 包含 的 元 素 相同 时 , 才 称 

为 恒 等 ( 或 相等 )， 用 A =B 表 示 。 z 

外 延 公理 A =B 当 且 仅 当 A，B 具 有 相同 的 元 
素 。 如 果 我 们 用 Vx 来 表示 “对 于 所 有 的 xz”， 用 
<» 来 表示 “ 当 且 仅 当 ”。 这 样 外 延 公 理 可 以 用 符号 

A=BeVrx [xE A «> xEB) 
由 这 个 公理 ， 可 知 
{3, 4, 5}= {4, 3 ，5} 
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{2, 3} {3, 4} 

两 个 集合 A，B 可 以 有 彼此 无 关 ,有 公共 元 素 ， 
和 一 个 包含 在 另 一 个 之 中 等 关系 。 如 果 A 包 合 在 B 
之 中 我 们 把 A 称 为 B 的 子 集 ， 用 ASB 表 示 ， 用 符号 
表示 就 是 

ACBerVx [xEA x EB) : 
[x€EA-> xEB) 表示 如 果 xEA 则 xEB， 也 就 是 
x 是 A 的 元 素 ， 则 x 也 是 B 的 元 素 。 
有 时 ACSB 也 可 用 图 表示 : 
例如 {2,3} 忆 {1,2,3} 己 
{1,2,3,4},NCZCQECER,。 

三 有 下 列 性 质 

对 于 所 有 集合 A，B，C， 
案 合 关系 全 上 其 有 下 列 性 质 ， 

(1)ASA 

(2)(A CCBABCA )—>A=B 

(3) (ACBABECC)—>ACC 
这 里 面 的 人 表示 “与 ”或 “ 且 ”。 

如 果 A SB 旦 A 三 B， 那 么 A 就 称 为 B 的 4 站 子 
集 ”， 记 作 ACBC 或 A 后 B，A 人 对 B ) 。 从 两 个 集 
合 A 与 B 可 以 定义 A 与 B 的 并 集 A UB, A 和 B 的 交集 、 
AnB。 
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定义 ， AUB: = {x|lx€EA VxE€EB} 这 里 面 VY 表 
示 “ 或 "。 并 集 也 就 是 A 中 所 有 元 素 和 B 中 所 有 元 素 合 
并 在 一 起 所 成 的 集合 。 


漳 ; {1, 2, 3}U {1,3,5,6} = {1,2,3,5,6} 

{1,2}UU{1, 2}=11,2} 

U 可 以 看 成 一 个 运算 ， 具 有 下 列 性 质 : 

(1 ) ( 宪 等 性 )AUA=A 

《2) (交换 性 )A UB=BUA 

《 3 ) (结合 性 )AU (BUC)=(AUB)UC 

(C4) AcBoAUB=B 

A 和 B 的 交集 表示 A 
与 B 的 公有 元 素 所 构成 的 
集合 ， 定义 为 
ANMB:= {xxEAAxEB} 
- 例 ;， {1,2,3} {2,9}= {2} 
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如 果 两 个 集合 没有 公共 元 素 ， 则 交集 中 一 个 元 
素 也 没有 。 这 种 一 个 元 素 都 没有 的 集合 称 为 空 集 ， 
用 中 表示 。 
例 : {1，2，3}n 16， 9 = 中 
对 于 所 有 和 集合 A，B，C， 人 具有 下 列 性 质 : 
(1 ) 等 宪 性 ANA=A | 
(2 ) 交换 性 A NB=BNA 
(3 ) 结合 性 AN(BNC)= (ANB)NC 
(4)ANg=9 
ANBEA 
ANBCB 
AcSB>ANCEBNC | 
(CCEANCEB)oCEANB 
AcBe ANB=A 
对 于 并 集 与 交集 ， 还 满足 下 列 规律 : 
吸收 律 ， ANCAUB)=A 
AU(C(ANB)=A 
分 配 律 An (BUC7= (AnBy) 
z UCANC> : 
AU(BNC)= (AUB)N(AUC> 
”这 里 我 们 必须 注意 区 别 开 E€ 和 三 。€ 表示 元 素 
和 集合 的 关系 ， 如 个 人 与 集体 ， 人 与 人 类 的 关系 ， 
而 己 表 示 两 个 集合 之 间 的 关系 ， 如 班级 与 学 校 ， 亚 


L 
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洲 人 与 人 类 的 关系 。 可 是 元 素 不 一 定 限于 “个 体 ”， 
也 可 以 是 集合 ， 在 数学 上 ， 可 以 把 直线 看 成 是 点 的 
合 。 我 们 在 研究 平面 上 某 些 直 线 的 集合 ， 当 然 也 

可 以 把 它们 看 成 点 集合 的 集合 。 反 过 来 ， 集 合 也 有 
由 一 个 元 素 构 成 的 ， 例 如 { 3'} ,但 是 在 研究 具体 集 
合 时 ， 一 定 要 区 别 开 元 素 与 集合 ，3 与 集合 {3 } 。 

例如 { 0，1} 是 具有 两 个 元 素 0 与 1 的 集合 ， 而 
{ {8，1} } 是 只 有 一 个 元 素 {0，1 } 的 集合 

N 是 具有 无 穷 多 个 元 素 的 集合 ， 而 {N } 是 只 
有 一 个 元 素 N 的 集合 。 

{2}E{ {2},3}, 但 {2} 1{ {2},3}, 
{2,3}S {1,2,3}, 但 {2,3}¢ {1，2, 3}。 

这 样 ， 我 们 不 仅 能 定义 元 素 的 集合 ， 还 可 以 定 
义 集合 的 集合 ， 集 合 的 集合 的 集合 ， 等 等 。 对 于 任 
何 一 个 集合 A， 我 们 能 定义 它 的 所 有 子 集合 所 构成 
的 集合 ， 这 个 子 集合 的 集合 称 为 A 的 短 集 合 ， 用 P 
《 A ) 表示 。 例 如 : 
1。 中 只 有 一 个 子 集合 ， 即 本身， 所 以 P ($ ) 
= {b} 

2. 一 个 元 素 的 集合 有 两 个 子 集 , 即 和 {a } ， 
所 以 P( {a})= {中 , {a} } 是 个 两 元 素 的 集合 ; 

3。 二 个 元 素 的 集合 有 四 个 子 集 ，$，{a } ， 
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{b}, {a, bl， 所 以 P({a，b}) = { 中 ， 
{a}，{b}，{a,，b} } 是 四 个 元 素 的 集合 

。 三 个 元 素 的 集合 {a，b，c } 有 八 个 子 集 

”从 这 些 例子 可 以 看 出 ， 一 个 有 an 个 元 素 的 集 
合 ， 共有 2" 个 子 集合 

宕 集合 有 下 列 性 质 

(1) AcB>P(A)CP(B) 

(2) PCA)ESP(B)—»ACcB 

.(3) P(A)=P (B)—>A=B 

(4) P(A)EP (B)—AEB 
注意 (4 ) 的 逆 不 成 立 。 即 如 A EB, 不 一 定 P(A 》 
EP(B)， 可 以 举 一 个 反例 ， 设 A:= {中 } ,B:= | 
{ {$}},NPCAD= {$9, {4}}, PC(BY> 
= {中 ， 人 {中} }， 因此 、 虽 然 AcB, 但 P CAy 
EP(B)。 

c5)pP(A)ynPCB)=PCAnB) 

(6)P(A)UP(CB)sPCAUB)》 

注意 = 不 总 成 立 。 

有 了 P(A ) 之 后 ， 当然 还 可 以 重复 这 个 步 台 
造 册 PCP(A) )，P(P(P(A)) )，…… 我 位 
不 妨 把 它们 简化 为 PP(A ) ，PPP(A )，-……… 
或 者 简化 为 PE(A )，Ps(A)，……。 
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例如 ，{ {2, 3}，1{4} } EP?*(N) 
{ {5, 8,7},{7} EP?C(N) 
{i{{2, 3}, {4} }, {{5,8, 
7, }, {7} } EP* (CN )。 
各 集合 之 间 可 以 通过 “映射 ”彼此 发 生 关系 。 
喘 射 是 函数 概念 的 推广 。 通 常 的 函数 7 =x? 表示 实 
数 集合 R 到 实数 集合 R 的 一 个 对 应 。 对 于 每 个 x 值 ， 
都 有 唯一 的 y 值 与 之 相应 。 例 如 ，x 取 0，1，2，3 ， 
4，5…… 等 值 ， 了 就 得 0，1，4，9，16，25，… 等 
值 ， 也 就 是 把 1 映射 到 1，2 映 射 到 4，3 映 射 到 9，… 


0，1，2，3，4，5，6，… 
} + + $$ +$ + 1 
0 ， 1 。 4， 9 人 16， 25， 30。 "9 


这 好 像 照 像 一 样 ，y 的 值 称 为 是 x 值 的 象 。 这样 的 
函数 关系 可 以 推广 到 任意 集合 上 ， 这 时 称 为 映射 。 
比如 整数 集合 {…，-2，-1，0，1，2，… } 可 
以 映射 到 偶数 集合 {…-4，-2，0，2，4，… } 
圭 《 记 做 FF， )》， 也 可 以 映射 到 整数 集合 {…， 2， 
1，0， 一 1 一 2，…} 上 ( 记 做 FE ) 。 
设 F 是 集合 X 到 集合 Y 中 的 映射 ， 对 于 六 的 任何 
子 集 A ,A 的 元 素 在 F 之 下 的 象 构成 了 的 一 个 子 集 、 
称 为 A 在 F 之 下 的 象 ， 记 做 F( A )。 反 过 来 ，Y 的 
和 企 何 一 个 元 素 y 如 果 是 x 中 某 些 元 素 X 在 FT 下 的 象 ， 
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称 x 为 7 的 原 象 或 着 象 。 同 祥 Y 的 任何 子 集 B， 如 果 
其 元 素 的 原 象 集合 是 A， 则 和 A 称 为 B 在 F 下 的 原 象 
记 做 A =F-:(CB )。 

设 F 是 集合 X 到 集合 Y 中 的 映射 , 如 果 Y 的 每 一 
个 元 素 y 都 至 少 是 xz 中 一 个 元 素 的 象 ， 就 称 F 是 满 映 
射 ( 也 称 映 上 ) 。 假 如 一 个 象 点 ， 原 象 只 有 唯一 元 . 
素 ， 就 称 F 是 单 映射 。 如 果 F 既 是 满 映 射 ， 又 是 单 
映射 ， 则 称 F 是 双 映射 ( 从 集合 来 讲 是 一 一 对 应 )。 
例如 整数 集合 Z 到 整数 集合 Z 的 映射 F 可 以 有 不 局 
的 情况 ， 如 F = F,， 即 把 每 个 整数 加 倍 ， 则 每 一 象 
点 只 有 唯一 原 象 ， 所 以 F ,是 单 映 射 ， 显 然 F, 的 象 
只 是 Z 的 一 部 分 ， 所 以 不 是 满 映射 。 但 如 F = F，， 
即 把 每 个 整数 映射 成 它 的 负数 ， 那 么 正 数 映射 成 负 
数 ， 负 数 映射 成 正 数 ， 零 仍 映 射 到 零 。 不 难看 出 。 
F: 既 是 满 映射 ， 又 是 单 映射 ， 所 以 是 双 映 射 。 

有 了 映射 的 概念 之 后 ， 我 们 不 难 区 别 有 限 集合 
和 无 穷 集合 。 戴 德 金 指出 ,有 限 集合 不 能 通过 单 映射 
映射 到 自己 的 真子 集合 ， 而 无 穷 集 合 却 可 以 通过 单 
映射 映 到 自己 的 真子 集合 。 例 如 ,上 面 讲 到 的 F，， 
整数 集合 可 以 映 入 偶数 集合 。 而 偶数 集合 显然 是 整 
数 集合 的 真子 集合 。 有 限 和 无 穷 的 这 个 特点 可 以 从 
下 面 的 小 故事 反映 出 来 ， 这 个 故事 据说 是 希 尔 伯 特 
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说 的 。 

某 一 个 市 镇 X， 只 有 一 家 旅馆 ， 这 个 旅馆 与 通 
常 旅馆 没有 不 同 ， 只 是 房间 数 不 是 有 限 而 是 无 穷 多 
则 ， 房间 号 码 为 1， 2，3，4， … 我 们 不 妨 管 它 
种 希 尔 伯 特 旅馆 。 这 种 可 排 成 一 列 的 无 穷 集 , { 1， 
2 ，3 ，4，… } 称 为 可 数 无 穷 集 。 有 一 天 开 大 
会 ， 所 有 房间 都 住 满 了 。 后 来 来 了 一 位 客人 ， 坚 持 
要 住房 间 。 旅 馆 老 板 于 是 引 用 “ 旅 馆 公理 2 说 ， 
4 满 了 就 是 满 了 ， 非 常 对 不 起 ! ”正好 这 时 候 ， 陪 
胡 的 旅馆 老板 的 女儿 来 了 ， 她 看 见 客 人 和 她 爸爸 都 
很 着 急 ， 就 说 ，“ 这 好 办 ， 请 每 位 顾客 都 搬 一 下 ， 
从 这 间 房 搬 到 下 一 间 ”。 于 是 1 号 房间 的 客人 搬 到 
2 号 房间 ， 2 号 房间 的 客人 搬 到 3 号 房间 …… 依 此 
类 推 。 最 后 1 号 房间 空 出来， 请 这 位 迟到 的 客人 住 
下 了 。 

第 二 天 ， 希 尔 伯 特 旅馆 又 来 了 一 个 庞大 的 代表 


团 要 求 住 旅馆 ， 他 们 声称 有 可 数 无 穷 多 位 代表 一 定 


要 住 ， 这 又 把 旅馆 经 理 难 住 了 。 老 板 的 女儿 再 一 次 
来 解围 ， 她 说 “您 让 工 号 房间 客人 搬 到 2 号 ， 2 
号 房间 客人 搬 到 4 号 ，…，、 上 号 房间 客人 搬 到 2 
号 ，…， 这 样 ，1 号 ，3 号 ，5 号 ，… 房 间 就 都 空 
出 来 了 ， 代 表 团 的 代表 都 能 住 下 了 。 
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过 一 天 ， 这 个 代表 团 每 位 代表 又 出 新 花招 ， 他 

们 想 每 个 人 占 可 数 无 穷 多 间 房 来 安排 他 们 的 亲戚 朋 

友 ， 这 回 不 仅 把 老板 难 住 了 ， 连 女儿 也 被 难 住 了 。 
聪明 的 女儿 想 了 很 久 ， 终 于 想 出 了 办 法 。 你 知道 她 
是 怎么 办 的 呢 ? 她 安排 NXN->N 的 一 个 映 射 。 她 
把 第 一 个 客人 的 第 一 间 房 记 做 ( 1，1 ) ， 第 二 间 
房 记 做 ( 1 ， 2 ) ,第 k 闻 房 记 做 C1, k)，…， 

第 二 个 客人 的 第 一 闻 房 记 做 ( 2，1 ) ， 第 二 间 房 
记 做 ( 2， 2 )，…， 第 m 客 人 第 n 间 房 记 做 (m， 

a ) ，…， 这 样 就 有 一 串 两 个 号 码 的 房间 。 现 在 把 
它 按 1，2，3，4，… 排 好 ， 画 出 下 面 一 张 图 : 

(1, 1),~>(C1, 2), (1, 3), 一 (1, 4) 


> ed 
(2, 1)， (2, 2)， (2, 3), (2,4),... 
(3，1 ) ， (3，2 ) ， (3，3) ， 
2 7 
(4, 1),， (4, 2),， (4, 3)， 


按照 箭头 的 顺序 排 号 ， (1，1 ) 住 1 号 ， ( 1， 
2 ) 住 2 号 ,( 2，-1 ) 住 3 号 ，(3，1) 住 4 号 ， 


(2，2 ) 住 5 号 ，… 问 题 不 就 又 解决 了 吗 ? 


希 尔 伯 特 旅馆 越 来 越 繁荣 ， 来 多 少 客 人 都 难 不 
倒 聪 明 的 老板 女儿 。 后 来 女儿 进 了 大 学 数学 系 。 有 一 
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天 ， 康 托 尔 教授 来 上 课 ， 他 问 。“ 要 是 区 间 [0， 
1 ] 上 每 -- 点 都 占 一 个 房间 ， 是 不 是 还 能 安排 ? ” 

她 绞 尽 脑 计 ， 要 想 安排 下 ， 终 于 失败 了 。 康 托 
尔 教授 告诉 她 ， 用 对 角 线 方法 证 明 一 急 想 安排 下 的 
方案 都 是 行 不 通 的 。 

假设 [0，11 区 间 中 的 实数 都 可 以 按照 顺序 
排 起 来 ， 因 为 0， 工 ] 区 间 的 实数 可 以 用 0、aa 
aas… 小 数 来 表示 ， 我 们 把 50 ,1] 区 间 中 的 所 
有 实数 都 按照 顺序 排 起 来 : 

第 1 个 0。aliiaiya13… 
第 2 个 0. asiazsass. 


二 天 本 从 者 雪 


现在 我 们 选 一 个 实数 z = 0。bib:bs…， 定 义 


b.= 了 9， 如 akk=1 
飞 1 如 akk 专 荆 


显然 z 不 等 于 上 面 任何 一 个 数 ， 因 为 至 少 第 k 位 bks 
ak， 同 样 bi satl，b:<a::，…， 因 此 ， 与 上 面 
可 数 个 实数 每 一 个 都 不 同 ， 因 此 ， [0，11] 区 间 : 
的 实数 是 不 可 数 的 。 

由 康 托 尔 的 定理 ， 可 知 无 穷 集合 除了 可 数 集合 
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之 外 ， 还 有 不 可 数 集合 ， 可 以 证 明 : 不 可 数 集合 的 
元 素数 目 要 比 可 数 集合 元 素数 目 多 得 多 。 为 了 表示 
元 素数 目的 多 少 ， 我 们 引进 “基数 ”也 称 “ 势 ”的 
概念 。 这 个 概念 是 自然 数 的 自然 推广 。 自 然 数 3 是 
所 有 三 个 元 素 的 集合 的 共同 性 质 ， 可 以 与 自然 数 集 
合 N 一 一 对 应 的 所 有 集合 的 共同 性 质 是 它们 都 具有 
相同 的 数目 ， 这 是 最 小 的 无 穷 基 数 记 做 m。( @ 是 
希 伯 来 文字 母 第 一 个 ， 读 做 阿 列 夫 ) ， 同 样 ， 连 续 
统 ( 所 有 实数 或 [0，1】 区 间 内 的 所 有 实数 集 
合 ) 的 基数 是 C 。 

一 一 对 应 反映 两 个 集合 的 等 价 关系 ， 显 然 两 集 
合 等 价 当 且 仅 当 它们 的 基数 相等 。 一 个 集合 与 它 的 
者 集合 PCS ) 不 能 成 一 一 对 应 ， 所 以 5 的 基数 < 了 
( S ) 的 基数 。 康 托 尔 还 进一步 证 明 , C =2w。， 且 
C >>w。， 问 题 是 C 是 否 紧 跟 着 o。 的 第 二 个 无 穷 基 
数 呢 ? 这 就 是 所 谓 连 续 统 假设 。 为 了 进一步 研究 基 
数 ， 我 们 还 必须 引进 序 型 及 序数 。 

序 关系 是 从 实数 集合 R 中 任何 两 个 实数 都 可 以 
比较 大 小 而 来 的 。 对 于 一 般 集 合 ， 这 种 关系 未 必 存 
在 。 实 数 集合 R 中 任意 两 个 元 素 x、y 存 在 过 这 样 的 
序 关 系 ， 或 者 x 委 7 或 者 y 委 X 而 且 科 关系 满足 ， 
公理 1( 反 身 性 ) 对 任何 元 素 恒 有 x<xs 
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公理 2 传递 性 ) 由 x 万 yY，y 筷 z， 可 以 推出 
XZ; : 
里 3《 反对 称 性 ) 由 xz 委 y，7 了 委 x， 可 以 
推出 x=y。 
我 们 把 满足 公理 1 ， 2 ， 3 的 二 元 素 之 间 的 关系 称 
为 偏 序 关系 。 
因此 任何 集合 x， 如 果 其 一 部 分 元 素 之 间 可 以 
定义 偏 序 关 系 ， 则 称 为 偏 序 集合 ， 也 就 是 这 个 集合 
有 了 偏 序 结构 。 假 如 一 个 偏 序 集 合 还 满足 公理 4， 
中 任何 两 个 元 素 恒 有 x<y 或 者 y<x， 这 就 称 为 全 
序 集合 。 
例 1 ， 所 有 自然 数 有 自然 的 大 小 顺序 ， 显 然 江 
是 公理 1，2，3， 而 且 还 满足 公理 4， 因 此 自然 
数 集合 NN 是 全 序 集合 。 

2 ， 自 然 数 集合 除了 上 述 的 序 关系 之 外 ， 还 可 
以 有 别 的 偏 序 关系 ,比如 说 x 志 y 定 义 为 x 可 整除 y， 
在 这 种 意义 之 下 N 成 为 偏 序 集合 ， 但 显然 不 是 全 序 
集合 。 
3 、 任 何 集 合 的 所 有 子 集 构 成 子 集 族 ， 按 照 包 
含 关 系 构成 偏 序 集合 ， 也 就 是 把 过 看 成 是 二 。 因 为 
两 个 子 集 可 以 互相 不 包含 ， 所 以 这 个 偏 序 关系 也 不 

是 全 序 关系 。 : 
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由 这 些 例子 可 以 看 出 ， 任 何 有 限 集 和 可 数 无 穷 
集 都 是 全 序 集合 。 而 且 ， 任 何 有 限 集 合 按 全 序 关系 
”排列 总 是 有 头 有 尾 ， 但 是 ， 可 数 无 穷 集合 的 全 序 关 
系 可 以 多 种 多 样 ， 比 如 以 自然 数 集合 N 为 例 : 
1， 2, 3, somev 


1， 3， bs, 让 9 2， 4, 06， apaseg 
1 3，5，…，…，6，4，2， 
9 5， 3， 1 2, 4， 6， ee 
“0 5, 3 1], ''.*,。 6,。 4,。 2， 

两 个 全 序 集合 虽然 基数 相同 ， 它 们 排列 形式 不 
一 样 ， 我 们 把 形式 一 样 的 集合 称 为 序 型 相同 ， 也 就 
是 两 个 集合 的 一 一 对 应 的 映射 仍然 保持 顺序 关系 ， 
即 大 的 映 到 大 的 ， 小 的 映 到 小 的 。 


例如 : 
1, 3, 5 we 2, 4, 6 
yy 1 Vi 

S292, 4, 6 1, 3, 5 


狗 序 型 是 相同 的 。 全 序 集 按 照 序 型 可 以 分 成 等 价 
类 ， 它 们 的 共同 特性 就 是 序数 。 因 为 有 限 集 合 的 序 
型 不 管 怎样 排 都 是 一 样 的 ， 它 们 的 序数 就 用 它们 的 
基数 来 表示 ， 即 0，1，2，3，… 这 些 序数 称 
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为 一 级 序数 。 自 然 数 按 正 常 顺序 的 序 型 ] ,2 , 3， 
…， 序数 为 @。， 然 后 依次 为 

CD 十 1 2, Ss wt 1 

+2, 1, 2, 3， "sy 1， 2 

Di+V= 1, 3， 5, "ee 2 4， 6， 人 

2+1 1, 3, 5， “9 2 和 6，…， 1 

03，1，4，7，…2，5，8…，3，6，9，…y 

oemoDo=0O72， 1, 2, 3， ”多 2，” 4， 6…， 3y 
6，9，…，K，2K， 3k, “oe 
马 . 


OD 


量 溃 旧 是 由 兴 


个 元 素 的 集合 ， 这 些 都 是 基数 为 ov 的 集合 的 序数 。 
这 些 序数 的 集合 应 该 有 一 个 基数 ， 这 个 集合 不 可 
数 ， 所 以 基数 @, 是 @, 的 后 继 者 。 然 后 我 们 再 把 基数 
为 @1 的 良 序 集合 的 序数 按 顺 序 排列 , 这样 就 可 以 得 
到 序数 集合 ， 其 基数 为 0., 于 是 基数 和 序数 集合 交 
蔡 地 无 限 增长 上 去 。 

这 样 ， 序 数 序列 的 可 按照 递增 顺序 排列 如 下 : 
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本 ee 
0，1T1，2，…， > +1, ao+2，… 02， 
II, 2+2, sg 3, WI3+1, ', 4, 

rs 
eg 02，02 十 1 02 十 2 1 02 十 OO” 十 

. 2 “ 2 2 十 1。.…. 

+1, oo’++w+2, 9 ”02, 0 + 2 9 

O° + po 0 二 0O4， 1 02 2，0O-2+1， 

9 4 

二 站 3 24， “0°, "yg “eg CD 9 9 CD04 

光量 要 {mo [是 是 ne 吉 秋 可 

. 9 O oD ) 。 , Do (om ) 9 9 
En09 to 十 1， co +2, "9 to2, "*'9 go ”人 
号 2 

‘E00 4 "**Eo 9 生生 间 


入 着 基数 序列 随 之 按照 递增 顺序 排列 如 下 : 


os Dis os 9 Do Dofl 9 Oo "" 


2-3 数学 的 公理 化 


十 九 世 纪 末 到 二 十 世纪 初 ， 数 学 已 发 展 成 为 一 
门 庞大 的 学 科 。 经 典 的 数学 部 门 已 经 建立 起 完整 的 
体系 数论、 代数 学， 几何 学 ， 数 学 分 析 。 数 学 家 
开始 探讨 一 些 基础 的 问题 ， 什 么 是 数 ? 什 么 是 曲 
线 ? 什么 是 积分 ? 什么 是 函数 ? 另外 ， 怎 样 处 理 这 
些 概念 和 体系 也 是 问题 。 经 典 的 方法 一 共有 两 类 。 
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一 类 是 老 的 公理 化 方法 ， 非 欧 几 何 学 的 发 展 ， 各 种 
几何 学 的 发 展 暴露 出 它 的 许多 毛病 。 另 一 类 是 构造 
方法 或 生成 方法 ， 这 个 办 法 往往 有 局 限 性 ， 许 多 问 
题 的 解决 不 能 靠 构造 。 尤 其 是 涉及 无 穷 的 许多 问题 
往往 靠 轨 辑 ， 靠 反 证 法 ， 其 至 靠 直 观 。 但 是 ， 哪 些 
人 靠得住， 哪些 靠不住 ， 不 加 分 析 也 是 无 法 断定 的 。 
对 于 基础 概念 的 分 析 研究 产生 一 系列 新 领域 一 -- 抽 
象 代数 学 、 拓 扑 学 、 泛 函 分 析 、 测 度 论 、 积 分 论 。 
而 在 方法 上 的 完善 ， 则 是 新 . 公 理 化 方法 的 建立 ， 
这 是 希 尔 伯 特 在 1899 年 首先 在 《 几何 学 基础 > 中 做 
出 的 。 


2.3.1 初等 几何 学 的 公理 化 


”十 九 记 纪 八 十 年 代 非 欧 几 何 学 得 到 了 普遍 承认 
之 后 ， 开 始 了 对 于 几何 学 基础 的 探讨 。 当 时 已 经 非 
常 清楚 ， 欧 几 里 得 体系 的 毛病 很 多 ; 

1。 欧 几 里 得 几何 学 原始 定义 中 的 点 、 线 、 面 等 


2。 欧 几 里 得 几何 学 运用 许多 直观 的 概 念 ,如 
“ 介 于 … 之 间 ” 等 没有 严格 的 定义 。 

”3。 对 于 公理 系统 的 独立 性 ,无 矛盾 性 、 完 备 性 
没有 证 明 。 z 
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在 八 十 年 代 ， 德 国 数学 家 巴士 ( M。Pasch， 
1843 一 1930 ) 提出 一 套 公 理 系 统 ， 提 出 次 序 公 理 等 
重要 概念 ， 不 过 他 的 体系 中 有 的 公理 不 必要 ， 有 的 
必要 的 公理 又 没有 ， 公 理 系 统 不 够 完美 。 而 且 他 也 
没有 系统 的 公理 化 思想 ， 他 的 目的 是 在 其 他 方面 
-一 一 想 通过 理想 元 素 的 引进 ， 把 度量 几何 包括 在 射 
影 几何 之 中 。 - 一 
八 十 年 代 末 期 起 ， 皮 亚 诺 和 他 的 学 生 们 也 进行 
”了 一 系列 研究 。 皮 亚 诺 的 公理 系统 有 局 限 性 ;他 
的 学 生 皮 埃 利 (MPieri，1860 一 1913 ) 的 “ 作 
为 演绎 系统 的 几何 学 ?” 〈 1899 ) ， 由 于 基本 概念 太 
少 ( 只 有 “点 ”和 “运动 ” ) 而 把 必要 的 定义 和 公 
理 弄 得 极为 复杂 ， 以 致 整个 系统 的 逻辑 关系 极为 混 
乱 。 | z 
希 尔 伯 特 的 《 几何 学 基础 》 的 出 版 ， 标 志 着 
数学 公理 化 新 时 期 的 到 来 。 蒂 尔 伯 特 的 公理 系统 是 
其 后 一 切 公 理化 的 楷模 。 希 尔 伯 特 的 公理 化 思想 极 
深刻 地 影响 其 后 数学 基础 的 发 展 ， 他 这 部 著作 重 版 
多 次 ， 已 经 成 为 一 本 广 为 流 传 的 经 典 文献 了 。 

希 尔 伯 特 的 公理 系统 与 欧 几 里 得 及 其 后 任何 公 
理 系 统 的 不 同 之 处 ， 在 于 他 没有 原始 的 定义 ， 定 义 
通过 公理 反映 出 来 。 这 种 思想 他 在 1891 年 就 有 所 透 
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TE pe 


露 。 他 说 ， “我们 可 以 用 桌子 、 椅 子 、 啤 酒杯 来 代 
巷 点 、 线 、 面 。” 当 然 ， 他 的 意思 不 是 说 几何 学 研 
究 桌 、 椅 、 啤 酒杯 ， 而 是 在 几何 学 中 ， 点 、 线 、 面 
的 直观 意义 要 抛 掉 ， 应 该 研究 的 只 是 它们 之 间 的 关 
系 ， 关 系 由 公理 来 体现 。 几 何 学 是 对 空间 进行 逻辑 
分 析 ， 而 不 诉 诸 直观 。 

希 尔 伯 特 的 公理 系统 是 一 套 公 理 ， 他 把 它们 分 
为 五 组 : 


第 一 组 1 一 8 关联 公理 (从属 公 理 ) 
第 二 组 1 一 4 次序 公理 
第 三 组 1 一 5 ”全 合 公理 
第 四 组 平行 公理 
第 五 组 1 一 2 ”连续 公理 
一 共 20 个 公理 。 


希 尔 伯 特 在 建立 公理 系统 之 后 ， 首 要 任务 是 证 
明 公 理 系统 的 无 巴 盾 性 。 这 个 要 求 很 自然 ， 否 则 就 
会 从 这 个 公理 系统 中 推出 相互 矛盾 的 结果 来 ， 从 而 
使 公理 系统 毫 无 价值 。 希 尔 伯 特 在 < 几何 学 基础 > 
第 二 章 中 证 明了 他 的 公理 系统 的 无 矛盾 性 .这 次 ,他 
不 能 象 非 欧 几何 那样 提出 欧 氏 模型 ， 他 提出 的 是 算 
术 模 型 。 实 际 上 ， 由 解析 几何 把 点 解释 为 三 数 组 
《 可 以 理解 为 坐标 (x、y、z ) ) ， 直 线 表示 为 方 
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程 ， 这 样 得 到 的 解释 ， 不 难 证 明 满 足 所 有 20 个 公 
理 。 因 此 ， 公 理 的 推论 车 出 现 矛 盾 ， 则 必定 在 实数 
域 的 算术 中 表现 出 来 。 这 就 把 几何 学 公理 的 无 矛盾 
性 变 成 实数 算术 的 无 矛盾 性 。 

其 次 希 尔 伯 特 考虑 了 公理 系统 的 独立 性 ， 也 就 
是 说 公理 没有 多 余 的 。 一 个 公理 如 果 由 其 他 公理 不 
能 推出 它 来 ， 它 对 其 他 公理 是 独立 的 。 假 如 把 它 从 
公理 系统 中 删除 ， 那 么 有 些 结论 就 要 受到 影响 。 希 
尔 从 特 证 明 独 立 性 的 方法 是 建造 模型 ， 使 其 中 除了 
要 证 明 的 公理 〈 比如 说 平行 公理 ) 之 外 其 余 的 公理 
均 成 立 ， 而 且 该 公理 的 否定 也 成 立 。 

由 于 这 些 公理 的 独立 性 和 无 矛盾 性 ， 因 此 可 以 
增 减 公理 或 使 其 由 公理 变 为 否定 ， 并 由 此 得 出 新 的 


几何 学 。 比 如 平行 公理 换 成 其 否定 就 得 到 非 欧 几何 


学 ， 阿 基 米 德 公理 ( 大 意 是 一 个 短线 段 经 过 有 限 次 
重复 之 后 ， 总 可 以 超出 任意 长 的 线段 ) 换 成 非 阿 基 
米 德 的 公理 就 得 到 非 阿 基 米 德 几何 学 。 希 尔 伯 特 在 
书 中 详尽 地 讨论 了 非 阿 基 米 德 几何 学 的 种 种 性 质 。 

希 尔 伯 特 对 初等 几何 公理 的 无 矛盾 性 是 相对 于 
实数 的 无 矛盾 性 ， 因 此 自然 要 进一步 考虑 实数 系 的 
公理 化 及 其 无 矛盾 性 。 于 是 首当其冲 的 问题 是 算术 
的 公理 化 。 


”2.3.2 算术 的 公理 化 

数学 ， 顾 名 思 义 是 
一 门 研究 数 的 科 学 。 
自然 数 和 它 的 计算 
算术 是 数学 最 明显 的 出 
发 点 。 历 史上 不 少 人 认 
为 ， 所 有 经 典 数学 都 可 
以 从 自然 数 推导 出 来 。 
可 是 ， 一 直到 十 九 世 纪 
末 ， 却 很 少 有 人 解释 过 
什么 是 数 ? 什么 是 0? 图 3 D、 希 尔 伯 特 
什 大 是 1? 这 些 概念 被 ( 1862—1943 ) 
认为 是 最 基本 的 概念 ， 它 们 是 不 是 还 能 进一步 分 
析 ， 这 是 一 些 数学 家 关心 的 问题 ， 因 为 一 旦 算术 有 
一 个 基础 ， 其 他 数学 部 门 也 就 可 以 安安 稳 稳 建立 在 
算术 的 基础 上 。 z : : 

什么 东西 可 以 做 为 算术 的 基础 呢 ? 在 历史 上 有 
三 种 办 法 ? 

1。 康 托 尔 的 基数 序数 理论 ,他 把 自然 数 建立 在 
集合 论 的 基础 上 ， 并 把 自然 数 向 无 穷 推 广 。 
”” 2. 弗 雷 格 和 罗素 把 数 完全 通过 逻辑 词汇 来 定 
义 ， 把 算术 建立 在 纯 逻 辑 的 基础 上 。 
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3。 用 公理 化 的 方法 通过 数 本 身 的 人 性质 来 定 
义 ， 其 中 特别 有 名 的 是 皮 亚 诺 公 理 。 在 皮 亚 诺 之 
前 ， 有 戴 德 爹 的 公理 化 定义 。 他 的 方法 是 准备 向 有 
理 数 、 实 数 方面 推广 ， 为 数学 分 析 呐 定 基础 。 他 们 
也 都 注意 到 逻辑 是 基础 但 都 有 非 逻 辑 公理 。1888 
年 戴 德 金发 表 “ 什么 是 数 ， 什 么 是 数 的 目的 ? 》 一 
文 ， 镁 述 他 的 数学 观点 。 他 把 算术 ( 代数 、 分 析 》 
看 成 逻辑 的 一 部 分 ， 数 的 概念 完全 不 依赖 人 对 空间 
时 间 的 表象 或 直觉 。 他 说 “ 数 是 人 类 心灵 的 自由 
创造 ， 它 们 做 为 一 个 工具 ， 能 使 得 许 许 多 多 事物 能 
更 容易 、 更 精确 地 被 掌握 。?” 而 创造 的 方法 正 是 通 
”过 多 辑 。 他 的 定义 是 纯 逻 辑 概 盒 一 一 类 ( System)， 
类 的 并 与 交 ， 类 之 间 的 映射 ， 相 似 映 射 ( 不 同 元 素 
_ 映 到 不 同 元 素 ) ， 等 等 。 他 定义 无 穷 类 为 存在 一 个 
映射 到 真子 类 的 相似 映射 。 他 定义 一 类 N 为 单 无 
穷 ， 如 存在 N 到 N 的 映射 Pp， 和 一 个 元 素 1， 使 得 ; 

(a) IN)CN 

CB» No=1 

(y) 1i¢9(CN) 

《8) gq 是 相似 映射 。 
然后 戴 德 金 通 过 一 个 映射 9， 定 义 一 个 次 序 ( 即 x 
对 应 于 中 (xx)…， 这 样 在 N 中 有 一 个 次 序 ，x，m 
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(X)， 中 (中 xx))， … 中 (xx) 是 x 的 后 继 )。 
这 样 我 们 可 以 把 自然 数 看 成 抽象 的 有 序 单 无 穷 类 。 
通过 公理 定义 ， 他 证 明 数 学 归纳 法 。 但 是 他 设 有 能 
够 直接 从 纯 逻 辑 名 词 来 定义 数 。 

1889 年 ， 皮 亚 诺 发 表 他 的 « 算术 原理， 新 的 论 
述 方法 >， 其 中 明显 地 做 了 两 件 事 ， 第 一 ， 把 算术 
骨 显 地 建立 在 几 条 公理 之 上 ， 第 二 ， 公 理 都 用 新 的 
符号 来 表达 。 

在 九条 公理 中 ， 有 四 条 是 关于 相等 的 ， 其 他 五 
条 是 

(1 ) 1 是 一 个 数 。 

《 2 ) 任何 数 的 后 继 也 是 一 个 数 。 

《3) 没有 两 个 数 具 有 相同 的 后 继 。 

《4) 1 不 是 任何 数 的 后 继 。 

(5) 任何 性 质 ， 如 果 1 具 有 而 且 任 何 数 的 后 
继 也 上 共有 的 话 ， 则 所 有 数 都 共有 此 性 质 。 

后 来 皮 亚 诺 刻 划 数列 也 同 弗 雷 格 一 样 是 从 0 开 
始 ， 但 是 他 对 数 的 概念 也 同 戴 德 金 一 样 ， 是 考虑 序 
数 。 他 的 公理 与 戴 德 金 的 公理 有 如 下 的 对 应 关系 ， 

(2)<—>a : 
(3)< >8 
(4)<—>Y 
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(1) +(5》< 一 > 人 
他 的 五 条 公理 是 彼此 独立 的 。 

皮 亚 诺 的 兴趣 主要 在 于 清楚 地 表述 数学 结果 ， 
他 编制 的 数理 逻辑 符号 ( 1894 年 发 表 于 < 数学 论 
集 、) 也 主要 是 如 此 ， 而 不 是 为 了 哲学 分 析 。1900 
年 罗素 从 皮 亚 i 若 学 习 这 套 符号 之 后 ， 才 对 逻辑 、 哲 
学 同时 也 对 数学 产生 了 巨大 冲击 。 

从 1894 年 到 1908 年 ， 皮 亚 诺 出 版 < 数学 论 集 3 的 

五 次 续集 ， 每 一 次 都 把 他 的 五 个 公理 《 只 是 用 0 代 
1) 作为 算术 的 基础 。 但 是 ， 皮 亚 诺 除了 逻辑 符号 
之 外 ， 还 有 其 他 三 个 基 本 符 号 ， 即 ， 数 、 零 、 后 
继 。 因 此 ， 他 还 不 象 弗 雷 格 及 罗素 那样 把 数 完全 建 
立 在 逻辑 基础 上 。 

他 的 公理 系统 也 是 有 毛病 的 。 特 别 是 第 五 公 
理 ， 涉 及 所 有 性 质 ， 因 此 须要 对 性 质 或 集合 有 所 证 
明 。 有 人 把 它 改 为 可 数 条 公理 的 序列 ， 这 样 一 来 ， 
由 公理 系 所 定义 的 就 不 单纯 是 自然 数 了 。 斯 科 兰 姆 
在 1934 年 证 明 ， 存 在 皮 亚 诺 公理 系统 的 非 标 准 粳 
型 ， 这 样 就 破坏 了 公理 系统 的 范畴 性 。 

最 后 我 们 可 以 把 算术 的 完整 系统 总 结 如 下 : 

自然 数论 。”G: 皮 亚 诺 的 自然 数论 是 公理 化 的 
自然 数论 (PA ) 中 最 基本 的 ， 它 的 定义 如 下 : 


(1 ) 源 始 记号 ，x，0，= ，'，+，。， 了， 
人 人 ，V，1，(，)。 
(2 ) 规则， 构造、 真理 及 推理 等 各 规则 。 
《3 ) 公理 ， 
I 、 关 于 数理 逻辑 的 公理 ， 见 41 一 42 页 
I 、 关 于 相等 的 公理 : 
rs(1)a=a 
Ue b 之 ( F(a)>F(b) ) 


1 下、 关于 目 然 数 的 公理 
(1 a’=b’—>a=b 
《2)》 ia“ =0 
(3) a+0=a 
(4) a+b’= (a+b)’/ 
(5) a0=0 
(6) ab’=ab+a 
(7) (A)(o) {IC( VnC.AlCn) 
一 >A(n )) 一 >ACa)。 
这 个 自然 数论 的 无 矛盾 性 从 有 限 主 义 的 立场 不 ， 
能 证 明 , 但 是 如 下 面 将 要 讲 到 的 , 甘 崔 (G+Gentzen 
1909 一 1945) 利 用 超 限 归纳 法 证 明 其 无 矛盾 性 。 


Pe 
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2.3.3 其 他 数学 对 象 的 公理 化 


在 十 无 世纪 来 到 二 十 世纪 初 的 公理 化 浪潮 中 ， 
一 系列 数学 对 象 进行 了 公理 化 。 这 些 公理 化 一 般 在 
数学 中 进行 。 例 如 由 于 解 代数 方程 而 引进 的 域 及 群 
的 概念 ,在 当时 都 是 十 分 具体 的 , 如 置换 群 。 只 有 到 
十 九 世纪 后 半 叶 ， 才 逐步 有 了 抽象 群 的 概念 并 用 公 
理 刻 划 它 。 群 的 公理 由 四 条 组 成 ， 即 封闭 性 公理 ， 
两 个 元 素 相 加 或 相 乘 ) 仍 对 应 唯一 的 元 素 ， 运 算 
满足 结合 律 ， 有 和 零 元 素 及 逆 元 素 存 在 。 群 在 数学 中 
是 无 处 不 在 的 ， 但 是 抽象 群 的 研究 一 直到 十 九 世纪 
未 才 开始 。 当 然 ， 它 与 数理 逻辑 有 密切 的 关系 。 

有 理 数 集体 、 实 数 集体 、 复 数 集体 构成 抽象 域 
的 具体 模型 ， 域 的 公理 很 多 ， 我 们 下 面 只 举 在 数理 
逻辑 中 有 意义 的 实 闭 域 为 代表 ， 

实 闭 域 理论 塔 尔 斯 基 ( A, Tarski, 1902 
—1983 ) 公理 化 集 合 论 (ZF ) 与 公理 化 的 自然 
数论 (PA ) 从 有 限 主义 的 立场 , 都 不 能 证 明 其 无 巴 
盾 性 ， 但 是 如 下 定义 的 实 闭 域 理论 ， 是 无 矛盾 的 ， 
. 且 具 有 各 种 重要 性 质 | 

(1) 原始 记号: x，0，1，-1，=，<， 
+,。/,。 1], /, V, 1, (”)。, 


- i 
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(2 ) 规则， 构造、 真理 及 推理 等 各 规则 。 
( 3) 公理 ， 
I * 关于 数理 逻辑 的 公理 : 同 前 。 


I 、 关 于 相等 性 的 公理 ， 同 前 。 
下 、 关 于 实 闭 域 的 公理 


C1) 
多 (2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
(7) 
( 8) 
(9) 
(10 ) 
(11) 
(12 ) 
(13 ) 
(14) 
C15) 
C16) 
( 17) 


(a+b)+c=a+(b+c), 


a+0=a 


a+(~—1)a=0 

a+b=b+a 

(abyec=at(lbc) 

al=a 

“la=0—>(4b) (ab=1), 

ab = ba, 

aK(b+c) =ab+ac, 
“10=1，。 
“l(a<a), 
(a<b—>b<e ) ->a<cy 
a<bVa=bVb<a,. 
a<b—a+i+c<b+ie, 
( 0<a—0<b)—>0<ab, 
0<a— (Hb)(ab =a ),， 
(可 a) (PPn(a)y=07》( 其 中 1 为 青 
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: 数 ，Pn 为 实 系 数 n 次 方程 ， 与 a 
无 关 ) 。 
另外 ， 环 ， 偏 序 集合 ， 全 序 集合 ， 格 ， 布 尔 代 
数 ， 都 已 经 公理 化 。 另 一 大 类 结构 是 拓 梓 结构 ， 拓 
补 空间 在 1914 年 到 1922 年 也 得 到 公理 化 ， 泛 函 分 析 
中 的 希 尔 伯 特 空间 ， 巴 拿 赫 空间 也 在 二 十 年 代 完 成 
公理 化 ， 成 为 二 十 世纪 抽象 数学 研究 的 出 发 点 。 在 
模型 论 中 ， 这 些 数学 结构 成 为 逻辑 语句 构成 理论 的 
模型 。 


Ti Ss pF 
. 1 


3 性 论 及 其 
角 和 钦 方 案 
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3-1 一 连 串 的 悖 谁 前 出 现 : 


罗素 的 悖 论 以 其 简单 明确 震动 了 整个 数学 帘 ， 
造成 第 三 次 数学 危机 。 但 是 ,罗素 停 论 并 不 是 头 一 个 
悖 论 。 老 的 不 说 ， 在 罗素 之 前 不 久 ， 康 托 尔 和 布 拉 
里 。 福 蒂 已 经 发 现 集 合 论 中 的 矛盾 。 有 罗素 色 论 发 表 
之 后 ， 更 出 现 了 一 连 串 的 逻辑 伴 论 。 这 些 怪 论 使 人 
联想 到 古代 的 说 谎 者 律 论 。 即 “我 正在 说 诺 ”， 
“这 句 话 是 谎话 ”等 。 这 些 悖 论 合 在 一 起 ， 造 成 极 
大 问题 ， 促 使 大 家 都 去 关心 如 何 解 决 这 些 收 论 。 

头 一 个 发 表 的 己 论 是 布 拉 里 。 福 蒂 恬 论 ， 这 个 
舒 论 是 说 ， 序 数 按照 它们 的 自然 顺序 ， 形 成 一 个 良 
序 集 。 这 个 良 序 集合 根据 定义 也 有 一 个 序数 人， 这 
个 序数 @ 由 定义 应 该 属于 这 个 良 序 集 。 可 是 由 序数 
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的 定义 ， 序 数 序 列 中 任何 一 段 的 序数 要 大 于 这 段 之 
内 的 任何 序数 ， 因 此 ，& 应 该 比 任何 序数 都 大 ， 从 
而 又 不 属于 @。 这 是 布 拉 里 。 福 蒂 1897 年 3 月 28 日 
在 巴 洛 摩 数学 会 上 宣读 的 一 篇 文章 里 提出 的 。 这 是 
头 一 个 发 表 的 近代 人 悖 论 ， 它 引起 了 数学 界 的 兴趣 ， 
并 导致 了 以 后 许多 年 的 热烈 讨论 。 有 几 十 篇 文章 讨 
论 公论 问题 ， 极 大 地 推动 了 对 集合 论 基 础 的 重新 审 
查 。 

布 拉 里 。 福 蒂 本 人 认为 这 个 矛盾 证 明了 这 个 序 
数 的 自然 顺序 只 是 一 个 偏 序 ， 这 与 康 托 尔 在 几 个 月 
以 前 证 明 的 结果 序数 集合 是 全 序 相 了 矛盾 ， 后 来 布 拉 
里 。 广 羡 在 这 方面 并 没有 做 工作 。 罗 素 在 他 的 《 数 
学 的 原理 中 认为 ， 序 数 集 虽然 是 全 序 ， 但 并 非 良 
序 ， 不 过 这 种 说 法 靠不住 ， 因 为 任何 给 定 序数 的 初 
始 一 段 都 是 良 序 的 。 法 国 逻 辑 学 家 茹 尔 丹 (P。E.。 
B,Jourdain，1879 一 1919 ) 找到 一 条 出 路 ,他 区 
分 了 相 容 集 和 不 相 容 集 。 这 种 区 分 实际 上 康 托 尔 已 
经 私下 用 了 许多 年 了 。 不 久之 后 ， 罗 素 在 1905 年 一 
篇 文章 中 对 于 序数 集 的 存在 性 提出 了 疑问 ， 策 梅 罗 
也 有 同样 的 想法 ， 后 来 的 许多 人 在 这 个 领域 都 持 有 
同样 的 想法 。 布 拉 里 。 福 蒂 文 章 中 对 良 序 集 有 一 个 
错误 的 慨 念 ， 这 个 概念 是 康 托 尔 1883 年 引进 来 的 。 
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但 -- 直 没有 受到 什么 重视 。1887 年 8 月 ， 在 布 拉 
里 。 福 蒂 的 文章 发 表 以 后 ， 阿 达 马 在 第 一 次 国际 数 
学 家 大 会 上 仍然 给 出 了 一 个 错误 的 良 序 集 的 定义 。 
因为 布 拉 里 。 福 蒂 所 考 同 的 关于 恨 序 集 的 概念 太 弱 
了 ， 他 个 得 不 引进 和 具 己 的 完全 序 。 这 两 个 概念 并 不 
一 致 ， 每 一 个 良 序 集 是 完全 序 集 ， 但 是 ' 反 过 .来 不 
对 。 布 拉 里 。 福 带 很 快 就 认识 到 他 的 错误， 他 在 
1897 年 10 月 的 一 篇 文章 中 指出 这 两 个 概念 的 不 同 ， 
但 是 他 没有 重新 检查 自己 的 证 明 。 一 直到 1906 年 初 
他 给 库 图 拉 (L.Couturat，1868 一 1914 ) 的 一 封 
信 中 ， 他 似乎 还 认为 :一 旦 良 序 集 和 完全 序 集 的 区 
别 被 人 们 认识 到 ， 在 他 的 文章 中 揭示 的 矛盾 就 会 消 
除 。 : z 
康 托 尔 1899 年 7 月 28 日 给 戴 德 金 的 信 中 ， 谈 到 
布 拉 里 。 广 蒂 所 提 到 的 了 矛盾， 这 个 矛盾 并 没有 导致 
康 托 尔 放弃 集合 的 良 序 性 ， 而 放弃 了 它 的 集合 性 。 
他 把 集合 分 为 两 类 。， 相 容 集合 和 不 相 容 集合 ， 而 只 
把 前 者 叫做 集合 。 这 种 区 分 法 预示 了 冯 诺 意 曼 
《J,Von Neumann，1903 一 1957 ) 在 1925 年 引进 
的 集合 和 类 的 区 别 。 但 是 康 托 尔 对 于 这 种 区 分 的 判 
断 标 准 仍然 是 不 精确 的 。 如 果 我 们 把 一 个 集体 考虑 
为 一 个 对 象 而 没有 了 矛盾， 它 是 一 个 集合 。 这 个 想法 
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后 来 改进 为 当 一 个 集体 是 另 一 个 集体 的 元 素 ， 它 
是 一 个 集合 。 这 种 相 容 集体 和 不 相 容 集体 的 区 别 早 
已 被 施 罗 得 引进 来 。 他 认为 如 果 集 体 的 元 素 彼 此 是 
相 容 的 ， 它 是 相 容 的 ; 而 如 果 集 体 的 元 素 彼此 是 不 
相 容 的 ， 它 是 不 相 容 的 。 有 趣 的 是 施 罗 得 引进 的 这 
种 区 分 和 桂 论 没有 关系 ， 因 为 这 种 现代 形式 的 侵 论 
当时 还 不 知道 。 康 托 尔 关于 集体 的 叙述 一 一 两 个 等 
价 的 集体 或 者 都 是 集合 ， 或 者 都 是 不 相 容 的 ， 可 以 
看 成 是 取代 公理 的 最 时 的 表述 。 这 个 公理 是 弗兰克 
尔 和 斯 科 兰 姆 在 1922 年 提出 的 。 

布 拉 里 ，。 福 蒂 的 那 论 提示 了 康 托 尔 集合 论 的 巴 
盾 。 其 实 ， 康 托 尔 本 人 在 这 之 前 已 经 意识 到 集合 论 
的 内 在 忒 盾 。 他 在 1899 年 7 月 28 日 给 戴 德 金 的 信 中 
指出 ， 不 能 谈论 由 一 切 集合 构成 的 集合 ， 否 则 就 会 
陷入 矛盾 。 这 实际 上 就 是 罗素 悖 论 的 内 容 。 

康 托 尔 的 根据 就 是 他 的 最 大 基数 悖 论 ， 

康 托 尔 把 一 个 集合 Y 的 基数 定义 为 与 Y 能 够 一 
一 对 应 的 集合 X 的 全 体 ， 用 |Y| 表 示 。 我 们 定义 
IY| 入 |Z| 为 Y 与 Z 的 一 个 子 集 合 一 一 对 应。 如果 
“|< 县 IY| 冯 IZ 则 用 1Y| 过 12Z| 表 示 。 
康 托 尔 证 明 ， 如 果 P( Y ) 是 了 的 所 有 子 集 构 成 的 
集合 ， 即 Y 的 需 集 ， 则 IlYI<IP(CY)|。 设 (是 
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所 有 集合 的 集合 ， 因 此 P(C ) 也 是 C 的 子 集合 ， 
所 以 |IP(CCJ)1< ICl， 但 是 ， 由 康 托 尔 定理 ， |Cl 
三 IPCC)|， 这 就 导致 予 后 。 

康 托 尔 最 大 基数 悖 论 和 布 拉 里 。 福 蒂 悖 论 到 罗 
素 悖 论 都 是 集合 论 悖 论 ， 它 们 直接 同 康 托 尔 朴 素 集 
合 论 的 不 严格 性 有 关 。 毛 病 出 在 集合 的 定义 上 ， 也 
就 是 任何 性 质 q 就 对 应 一 个 具有 这 种 性 质 的 集合 。 
这 就 是 所 谓 内 函 公理 组 ， 用 符号 表 示 就 是 习 Y= 
{ XI p(X) } 。 集 合 论 的 这 种 矛盾 必须 通过 削弱 这 
个 错误 的 公理 组 才能 解决 。 

罗素 的 悖 论 发 表 之 后 ， 接 着 又 发 现 一 系列 悖 论 
《 后 来 归 入 所 谓语 义 悖 论 ) 。 / 

1。 理 查 德 (J.Richard, 1862 一 1956) 悖 论 。 法 
国 第 天 中 学 教师 理 查 德 在 1905 年 发 表 了 一 个 个 论 ， 
大 意 如 下 ， 法 语 中 某 些 片 语 表 示 实 数 ， 比 如 “一 个 
圆 的 圆周 与 直径 之 比 ” 就 表示 实数 x。 法 语 字母 也 
象 英语 字母 一 样 有 一 定 的 顺序 ， 所 以 我 们 可 以 把 所 
有 片 语 按照 字母 上 顺序 排列 ， 然 后 按照 片 语 中 字母 的 
多 少 排列 ， 少 的 在 前 ， 多 的 在 后 。 这 样 我 们 把 能 用 
片 语 表 达 的 实数 排 成 一 个 序列 ,a1，a,，as， 
……。 于 是 就 得 到 了 所 有 能 用 有 限 多 字 ( 字母 ) 定 
- 义 的 数 了 。 它 们 构成 了 一 个 可 数 集合 E。 现 在 我 们 
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提出 一 个 规则 把 这 个 序列 改变 一 下 造成 一 个 数 来 ， 
“ 设 蕊 中 第 n 个 数 的 第 0 位 为 p， 我 们 造 一 个 实 数 如 
下 其 整数 部 分 为 0， 如 果 p 不 是 8 或 9 其 第 n 位 小 
数 为 p+1， 要 是 p 是 8 或 9 的 话 ， 则 第 an 位 变 成 1。” 
这 个 实数 显然 不 属于 EE， 因 为 它 和 中 每 个 数 都 不 
一 样 ， 要 是 同 am 相同 ， 应 该 两 数 的 第 年 位 相同 ， 可 
是 根据 我 们 的 造 法 ， 它 们 不 一 样 ， 所 以 同 卫 中 每 个 
数 都 不 一 样 。 但 是 它们 却 可 以 由 上 面 有 限 多 个 字 组 
成 的 话 来 表示 ， 因 此 应 该 属于 EE。 这 就 出 现 予 盾 。 
理 查 德 提 出 的 悖 论 是 因为 看 到 法 国 《 纯粹 科学 
与 应 用 科学 通论 > 1905 年 3 月 30 日 一 期 的 编 者 按 语 
而 写 的 。 编 者 谈 到 ，1904 年 8 月 在 德国 海德 尔 堡 召 
开 的 国际 数学 家 大 会 上 ,德国 数 学 家 冠 尼 阁 (J 
Kénig，1849 一 1913 ) 证 明 连续 统 是 不 能 够 良 序 
化 的 。 可 是 一 个 月 后 ， 德 国 数 学 家 策 梅 罗 (上 。 
Zermelo，1871 一 1953 ) 却 证 明了 任何 集合 都 能 良 
序 化 ， 理 查 德 从 这 上 段 话 中 看 到 了 集合 论 中 存在 “ 荣 
些 也 盾 ”, 这 些 矛 盾 和 和 良 序 性 和 序数 的 概念 有 关系 ， 
于 是 他 给 该 刊物 编辑 部 写 了 一 封 信 ， 登 在 1905 年 6 
月 号 上 ， 编 者 还 加 了 按 语 。 
2。 培 里 悖 论 。 培 里 Perry ) 是 英国 的 图 书 
馆 管理 员 。 有 一 天 他 告诉 罗素 下 面 的 悖 论 ， 英语 中 
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只 有 有 限 多 个 音节 ， 只 有 有 限 多 淡 语 表达 式 包 合 少 
于 40 个 音节 ， 所 以 ， 用 少 于 40 个 音节 的 表达 式 表 示 
的 正 数 数目 只 有 有 限 多 个 。 假 设 R 为 不 能 由 少 于 40 
个 音 的 英语 表达 式 来 表示 的 最 小 正 整数 (The lea- 
st positive integer which is not denoted 
by an expression in the English language 
Containing fewer than forty syllables 》。 但 
是 ， 这 段 英语 只 包含 30 几 个 音节 ， 表 定 比 40 个 少 ， 
而 且 表 示 R。 这 自然 产生 了 矛盾。 

3。 格 瑞 林 ( Kurt Grelling 1886 一 1941 ) 和 
纳尔逊 ( 工 。Nelson，1882 一 1927 ) 。 纳 尔 还 是 新 
康德 主义 的 小 流派 之 一 弗 瑞 斯 派 的 代表 。1908 年 他 
和 他 的 学 生 格 瑞 林 把 下 面 的 悖 论 发 表 在 弗 瑞 斯 派 的 
一 个 文集 上 。 这 个 悖 论 常 称 为 格 瑞 林 人 导论。 

如 果 一 个 形容 词 所 表示 的 性 质 适 用 于 这 个 形容 
词 本 身 ， 比 如 “ 黑 的 2” 两 字 的 确 是 黑 的 ， 那 么 这 个 
形容 词 称 为 自 适 用 的 。 反 之 ， 一 个 形容 词 如 果 不 具 
有 自 适用 的 性 质 ， 就 叫做 非 自 适用 的 。 在 英语 中 ， 
Polysyllabic” 《多 音节 的 )、“ English” 
( 英语 的 ) 这 些 词 都 是 自 适 用 的 形容 词 ， 而 “mo- 
nosyllabic”( 单 音节 的 )、“French”( 法语 
的 ) 这 些 词 就 是 非 目 适用 的 。 现 在 我 们 来 考虑 “ 非 
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自 适用 的 ”这 个 形容 词 ， 它 是 自 适用 的 还 是 非 自 适 
用 的 呢 ? 如 果 “ 非 自 适用 的 ”是 非 自 适 用 的 ， 那 么 
它 就 是 自 适 用 的 ; 如果“ 非 自 适用 的 是 自 适 用 
的 ， 那 么 按照 这 词 的 意思 ， 则 它 是 非 自 适用 的 ， 这 
就 导出 矛盾 。 


3 -2 壕 论 动 据 了 整个 数学 的 基础 


1900 年 左右 ， 数 学 已 经 发 展 成 为 一 个 放大 的 领 
域 了 。 当 时 纯 数学 大 致 分 为 算术 一 代数 、 几 何 和 数 
学 分 析 。 随 着 第 二 次 数学 危机 的 解决 ， 数 学 分 析 建 
立 在 极限 理论 基础 上 。 而 极限 理论 中 ， 有 些 基本 性 
质 要 由 “单调 有 界 的 数列 必 有 极限 ”这 个 定理 来 证 
明 。 这 个 定理 从 直观 上 看 尽管 很 明显 ， 但 是 追求 严 
密 性 的 数学 家 很 早 就 要 求 不 靠 直 观 而 靠 逻 辑 来 证 . 
明 ， 要 求 一 切 定 理 都 从 比较 简单 的 公理 推导 出 
来 。 

要 推导 极限 的 性 质 ， 必 须 对 数列 有 明 确 的 概 
念 。 这 里 的 数 不 只 是 有 理 数 ， 还 包括 无 理 数 ， 这 两 
”种 数 构成 实数 的 集合 。 所 以 ， 当 务 之 急 就 是 建立 起 . 
严格 的 “实数 ”理论 。 戴 德 金 在 1872 年 发 表 了 《 连 . 
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续 性 与 无 理 数 》 这 本 专著 。 同 年 康 托 尔 也 发 表 实 数 
理论 的 文章 。 康 托 尔 通过 一 定 的 有 理 数 序列 基本 
序列 ) 来 定义 实数 。 而 戴 德 金 则 利用 有 理 数 集合 的 
分 割 来 定义 实数 。 他 们 的 理论 虽然 逻辑 上 可 能， 但 
是 都 不 太 自 然 ， 依 赖 于 有 理 数 的 集合 概念 。 

这 样 一 来 ， 实 数理 论 的 无 矛盾 性 就 归结 为 有 理 
数论 ， 进 而 归结 成 自然 数论 的 无 矛盾 性 了 。 

自古 以 来 ， 大 家 都 认为 自然 数 的 算术 是 天 经 地 
义 ,不 容 怀 疑 的 。 不 过 有 些 数学 家 如 弗 雷 格 和 戴 德 
金丸 进一步 把 自然 数 归结 为 逻辑 与 集合 论 。 这 样 一 
来 ， 集 合 论 与 多 辑 成 为 整个 数学 的 基础 。 罗 素 侍 论 
一 出 现 ， 集 合 论 靠不住 了 ， 自 然 数 的 算 术 也 成 间 
题 ， 这 样 一 来 ， 整 个 数学 大 厦 都 动摇 了 。 

无 怪 卑 弗 雷 格 在 收 到 罗素 的 信之 后 ， 在 他 刚 要 
出 版 的 《算术 的 基本 法 则 》 第 二 卷 末 尾 写 道 ， “一 
位 科学 家 不 会 磁 到 比 这 更 难堪 的 事情 了 ， 即 在 工作 
完成 之 时 ， 它 的 基础 跨 掉 了 。 当 本 书 等 待 付 印 的 时 
修 ， 罗 素 先 生 的 一 封 信 把 我 置 于 这 种 境地 。” 戴 德 
金 原来 打算 把 « 连续 性 及 无 理 数 》 第 三 版 付 印 ， 这 
和 村 也 把 稿件 抽 了 回来 。 他 也 觉得 由 于 罗素 悖 论 ， 整 
个 数学 的 基础 都 靠不住 了 。 

悖 论 涉及 的 是 集 侣 、 属 于 、 所 有 全 部 ) 性 质 
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与 集合 的 对 应 关系 、 无 穷 这 些 最 基本 的 概念 。 这 些 
概念 在 数学 中 是 天 天 必须 用 到 的 。 如 果 不 加 以 洽 
清 ， 在 数学 证 明 的 过 程 中 ， 不 是 这 里 就 是 那里 就 会 
出 毛病 。 有 了 毛病 ， 有 的 人 就 主张 把 集合 论 全 副 扒 
倒 ， 只 考虑 有 限 的 东西 ， 这 样 不 仅 把 数学 内 容 砍 掉 
了 一 大 半 ， 而 且 无 穷 的 问题 仍 会 出 现 。 另 一 部 分 人 
则 主张 限制 这 些 概 念 的 使 用 范围 ， 当 然 限 制 太 多 
了 ， 就 缩小 了 数学 领域 ， 而 限制 太 少 了 又 会 出 现 矛 
盾 ， 所 以 要 在 这 两 者 之 间 找到 一 种 最 好 的 解 决 办 
法 。 从 二 十 世纪 初 ， 人 们 就 一 直 在 找 ， 虽 然 并 没有 
得 到 最 终 满意 的 解决 ， 不 过 给 数学 提供 一 个 可 靠 的 
基础 还 是 可 以 办 得 到 的 。 


3 -5 罗素 的 类 型 论 


1901 年 6 月 罗素 发 现 了 “ 侵 论 ”。 他 在 1902 年 6 ， 
月 16 日 把 这 个 悖 论 告 诉 了 弗 雷 格 。 他 在 1903 年 出 版 
的 《数学 的 原理 > 中 , 有 一 段 可 能 是 在 1901 年 写 的 ， 
他 写 道 ，“ 作 为 多 的 类 与 类 的 项 具有 不 同 的 类 型 ; 
“整个 秘密 的 关键 是 逻辑 类 型 的 不 同 。” 对 这 个 问 
题 的 解决 ， 他 只 写 了 不 到 三 十 行 。 他 还 考查 了 其 他 
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的 解决 办 法 ， 觉 得 它们 都 不 令 人 满意 ， 于 是 得 出 结 
论 ，“ 没 有 适当 的 哲学 涉及 到 上 述 的 矛盾 ， 这 些 矛 
盾 直 接 从 常识 中 得 出 ， 也 只 能 通过 抛弃 掉 某 些 常识 
的 假定 而 解决 ”。 但 是 在 这 本 书 出 版 之 前 ， 罗 素 感 
觉 到 这 个 题目 还 应 该 更 加 注意 ， 于 是 他 写 了 大 约 六 
页 的 一 个 附 录 B， “尝试 性 地 提出 了 类 型 论 ” ， 他 
要 求 在 回答 所 有 问题 之 前 变 成 为 更 加 精致 的 形式 。 
髓 然 ， 当 时 罗素 已 经 知道 其 他 的 悖 论 了 ， 例 如 布 拉 
里 。 福 鞍 悖 论 和 最 大 基数 悖 论 。 
大 约 1905 年 12 月 ， 罗 素 抽 弃 了 类 型 论 。 为 了 克 
月 由 悖 论 引起 的 困难 ， 他 提出 了 三 种 理论 ，1. 曲折 
理论 ， 命 题 函 数 非常 简单 时 才 决 定 类 ， 而 当 它们 复 
杂 时 就 不 能 决定 类 。2。 限 制 大 小 的 理论 ， 不 存在 象 
所 有 实体 的 类 的 东西 。3, 非 类 理论 ， 类 和 关系 完全 
都 禁用 。 这 篇 文章 甚至 没有 提 到 类 型 论 。1906 年 2 
月 5 日 ， 罗 素 在 这 篇 文章 末尾 加 了 一 个 注 ，“ 通 过 
更 进一步 的 研究 ， 我 一 点 也 不 怀疑 非 类 理论 能 够 解 


” 闫 本 文 第 一 节 所 陈述 的 所 有 困难 ”。 这 就 是 说 ， 能 


够 解决 分 论 。 

非 类 理论 的 中 心思 想 是 它 不 讲 满足 某 种 给 定语 
名 的 所 有 对 象 的 类 ， 而 只 讲 语句 本 身 和 其 中 的 代 
换 。 于 是 关于 指定 类 的 讨论 都 可 以 用 语句 和 代 换 来 
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表述 。 但 是 当 我 们 讨论 一 般 的 类 作为 可 量词 化 变 元 
的 值 ， 如 何 继续 这 种 讨论 就 不 明显 了 。 在 这 篇 文章 
中 ， 罗 素 已 经 承认 对 于 大 部 分 经 典 数学 来 说 ， 非 类 
理论 可 能 证 明 是 不 适当 的 。 他 在 1906 年 2 月 加 的 附 
注 中 表现 出 他 对 于 刚刚 抛弃 的 类 型 论 ， 又 重新 燃 起 
希望 。 果 然 ， 他 很 快 就 回来 进一步 细致 地 研究 类 型 
论 ， 并 于 1906 年 7 月 发 表 论 文 了 。 

罗素 把 悖 论 加 以 分 析 之 后 ， 得 出 结论 ， 认 为 一 
切 悖 论 的 共同 特征 是 “自我 指 谓 ” 或 自 指示 ， 自 反 
性 。 它 们 都 来 源 于 某 种 “恶性 循环 ”。 这 种 恶性 循 
环 来 源 于 某 种 不 合法 的 集体 ( 或 总 体 或 全 体 ) 。 这 
类 集体 的 不 合法 之 处 在 于 , 定义 它 的 成 员 时 ， 要 涉 
“及 到 这 个 集体 的 整体 。 罗 素 悖 论 是 最 明显 的 例子 。 
定义 不 属于 自身 的 集合 时 ， 涉 及 到 “自身 ”这 个 整 
体 。 这 是 不 合法 的 。 这 种 涉及 自身 的 定义 称 为 非 直 
谓 定义 。 所 以 要 避免 舍 论 ， 只 需 遵循 “( 消除 ) 恶 
性 循环 原理 ”， “凡是 涉及 一 个 集体 的 整 体 的 对 
象 ， 它 本 身 不 能 是 该 集体 的 成 员 。” 根 据 这 个 原 
则 ， 罗 素 提出 他 的 分 支 类 型 论 。 

罗素 把 论 域 分 成 为 等 级 或 者 类 型 ， 只 有 当 满 足 
某 一 给 定 条 件 的 所 有 对 象 都 属于 同一 类 型 时 ， 我 们 
才能 谈 到 他 们 的 全 体 。 于 是 一 个 类 的 所 有 成 员 必定 
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全 都 具有 同一 类 型 。 同 样 ， 任 何 一 个 量词 化 的 变 元 
也 必定 有 同一 类 型 。 这 样 罗素 就 引导 谈论 “所 有 ?” 
和 “任何 ”的 区 别 。 所 有 由 普遍 量 词 的 束缚 变 元 来 
表示 ， 它 们 跑 遍 一 个 类 型 ， 而 任何 则 由 自由 变 元 
来 表示 ， 它 们 可 以 指 任何 不 确定 的 事物 ， 而 不 管 其 
类 型 如 何 。 因 此 自由 变 元 是 没有 任何 妨碍 的 。 

个 体 称 为 0 级 谓词 。 

谓词 的 变 元 如 果 都 是 个 体 ， 也 就 是 变 域 是 0 级 
谓词 ， 则 称 为 1 级 谓词 。 : 

谓词 的 变 元 如 果 变 元 都 是 n 级 以 下 的 谓词 且 至 
少 有 一 个 an 级 谓词 就 称 为 n+ 1 级 谓词 。 

但 是 一 个 公式 包含 更 多 内 容 ， 定 义 稍 微 复杂 一 
些 ， 一 个 公式 含有 mn 级 以 下 目 由 变 元 ，a 级 以 下 的 
约束 变 元 ，n+1 级 以 下 的 常 谓词 (自由 谓词 变 
元 )， 且 至 少 有 一 个 变 元 达到 最 高 值 ( n 或 n+ 
1 ) ， 则 公式 称 为 n +1 级 的 。 这 样 考虑 约 束 变 元 的 
级 就 是 为 遵从 恶性 循环 原则 的 要 求 。 只 有 这 样 才能 
消除 YA A(A)， 之 类 的 公式 了 。 

但 是 ， 分 支 类 型 论 禁 例 太 严 ， 以 致 无 法 推出 全 
部 数学 。 为 此 罗素 引进 可 化 归公 理 ， “任何 公式 都 
可 以 和 一 个 直 谓 公式 等 价 ”。 也 就 是 都 可 以 化 为 含 
n 级 变 元 的 na + 1 级 公式 。 这 样 一 来 可 以 不 必 考 虑 约 : 
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束 变 元 的 级 了 。 这 种 类 型 论 称 为 简单 类 型 论 。 

由 于 集合 ( “类 ?> ) 和 谓词 ( “命题 函数 ” ) 
是 平行 的 。 我 们 可 以 用 集合 更 简单 地 解释 一 下 : 

简单 类 型 论 是 由 一 系列 层 构 成 的 系统 ， 最 底 --- 
层 是 第 0 级 ， 上 面 各 层 ， 各 级 都 是 同一 类 的 型 构成 ， 
最 低 一 层 的 元 素 称 为 个 体 ， 由 这 些 个 体 所 成 的 类 就 
构成 第 一 级 的 类 ， 由 一 级 的 类 为 元 素 所 成 的 类 就 构 
成 第 二 级 的 类 。 依 此 类 推 。 根 据 这 种 类 型 论 ， 一 类 
的 元 素 都 属于 一 个 已 知 的 类 型 ， 在 AEB 的 表示 中 ， 
B 的 级 总 和 A 的 级 不 同 。 它 们 是 不 同 级 的 类 ， 信 的 
级 总 比 B 的 级 低 。 根 据 这 样 规则 ，A E A 的 表示 是 
不 准许 出 现 的， 是 没有 意义 的 。 

1926 年 英国 年 轻 数 学 家 拉 姆 塞 《( P,F,Ramsey 
1903 一 1930 ) 把 悖 论 区 别 为 逻辑 翌 论 (或 请 词 人 
论 、 和 集合 论 性 论 ) 及 语义 悖 论 〈 或 认识 论 侍 论 ) 。 
他 证 明 对 于 集合 论 悖 论 ， 简 单 类 型 论 就 足以 消除 。 
因为 这 种 悖 论 只 替 涉 到 谓词 和 变 元 的 关系 ， 它 们 不 
同 级 便 可 以 消除 悖 论 了 。 但 是 语义 悖 论 要 涉及 到 谓 
词 本 身 ， 非 得 分 支 类 型 论 不 可 。 : 

虽然 类 型 论 可 以 消除 导论 ， 但 是 缺点 很 多 ， 非 
常 烦琐 ， 特 别 是 可 化 归公 理 的 引进 ， 具 有 很 大 的 任 
意 性 ， 因 此 受到 很 多 批评 。 不 过 它 的 历史 作用 还 是 


97 


很 大 的 。 也 借助 它 ， 罗 素 才 实现 他 的 你 辑 主义 纲 
” 领 ， 完 成 前 人 没有 完成 的 计划 。 

罗素 和 怀特 海 的 《 数学 原理 》 出 版 之 后 ， 许 多 
人 对 于 其 系统 进行 简化 与 改进 。 特 别 是 哥 德 尔 (K。 
G6del 1906 一 1978 ) 及 塔 尔 斯 基 。1940 年 ， 丘 奇 
给 简单 类 型 论 一 个 新 的 表述 。 类 型 论 至 今 仍 是 数理 
逻辑 中 主要 的 系统 之 一 。 


3-4 策 梅 罗 的 公理 集合 论 


” 1908 年， 策 梅 罗 采 用 把 集合 论 公理 化 的 方法 来 
消除 罗素 悖 论 。 他 的 著名 论文 < 关于 集合 论 基础 的 
研究 1 》 是 这 样 开始 的 ，“ 集 合 论 是 这 样 一 个 数学 
分 支 ， 它 的 任务 就 是 从 数学 上 以 最 为 简单 的 方式 来 
研究 数 、 序 和 函数 等 基本 概念 ， 并 借 此 建立 整个 算 
术 和 分 析 的 逻辑 基础 ， 因 此 构成 了 数学 科学 的 必 不 
可 少 的 组 成 部 分 。 但 是 ， 在 当前 ， 这 门 学 科 的 存在 
本 上 身 似乎 受到 某 种 韦 盾 或 者 壕 论 的 威胁 。 而 这 些 巴 
技 和 悖 论 似 乎 是 从 它 的 根本 原理 导出 来 的 。 而 且 一 
直到 现在 ， 还 没有 找到 适当 的 解决 办 法 。 面 对 着 罗 
素 的 关于 “所 有 不 包含 以 自己 为 元 素 的 集 合 的 集 
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合 ， 的 悖 论 ， 事 实 上 ， 它 今天 似乎 不 能 再 容许 任何 
逻辑 上 可 以 定义 的 概念 “集合 ”或 “类 ”为 其 外 延 。 
康 托 尔 原 来 把 集合 定义 为 我 们 直觉 或 者 我 们 思考 
的 确定 的 不 同 的 对 象 做 为 一 个 总 体 。 肯 定 要 求 加 上 
某 种 限制 ， 虽 然 到 现在 为 止 还 没有 成 功 地 用 另外 同 
样 简单 的 定义 代 蔡 它 ，。 而 不 引起 任何 疑虑 。 在 这 种 
情况 下 ， 我 们 没有 别 的 办 法 ， 而 只 能 尝试 反 其 道 而 
行 之 。 也 就 是 从 历史 上 存在 的 集合 论 出 发 ， 来 得 出 
一 些 原理 ， 而 这 些 原理 是 作为 这 门 数学 学 科 的 基础 
所 要 求 的 。 这 个 问题 必 闫 这 样 地 解决 。 使 得 这 些 原 
理 足够 地 狭窄 ， 足 以 排除 掉 所 有 的 耶 盾 。 同 时 ， 又 
要 足够 地 宽广 ， 能 够 保留 这 个 理论 所 有 有 价值 的 东 
西 。 多 

在 这 篇 文章 中 ， 策 梅 罗 实行 的 计划 ， 是 把 集合 
论 变 成 一 个 完全 抽象 的 公理 化 理论 。 在 这 样 一 个 公 
理化 理论 中 ， 集 合 这 个 概念 一 直 不 加 定义 ， 而 它 的 
性 质 就 由 公理 反映 出 来 。 他 不 说 什么 是 集合 ， 而 只 
讲 从 数学 上 怎样 来 处 理 它们 ， 他 引进 二 条 公理 ， 

1. 决 定性 公理 《 外 延 公 理 ) ， 假 如 一 个 集合 M 
的 元 素 同时 是 一 个 集合 N 的 元 素 ， 反 过 来 ， 集 合 N 
的 每 个 元 素 也 是 M 的 元 素 ， 则 M = N。 简 单 来 讲 ， 
每 一 个 集合 由 它 的 元 素 所 决定 。 : 
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2. 初 等 集合 公理 ( 空 集 公理 、 单 元 素 公理 、 对 
集 公理 ) ， 存 在 一 个 集合 “ 空 集 ”， 完 全 不 包括 任 
何 元 素 ， 用 表示 。 如 果 a 是 任 何 一 个 东西 ， 那 么 
就 存在 一 个 集合 {a } ， 它 的 元 素 包含 a 且 只 包含 ae 
假如 a 和 ?是 两 个 东西 ， 且 存在 一 个 集合 {a，b }， 
它 只 包含 a 和 b 为 它 的 元 素 ， 而 不 包含 不 同 于 a 也 不 
同 于 b 的 任何 其 它 东西 。 

3. 分 离 公 理 ， 假 如 命题 函数 (谓词 ?7E(Cxy) 
对 于 一 个 集合 M 的 所 有 元 素 都 有 定义 ， 则 M 有 一 个 
子 集 ，M 包 含 且 仅仅 包含 M 中 那 些 使 E(x) 为 页 的 
元 素 。 
4. 每 集 公理 :每 一 个 集合 都 对 应 ， 另 外 一 个 集 
合 (T 的 等 集 ) ， 它 的 元 素 包 含 且 仅仅 包 含 T 的 所 
有 子 集 。 四 
5。 并 集 公 理 ， 对 于 每 一 个 集合 T 都 对 立 一 个 
集合 SUT， 它 包含 且 仅仅 包含 作为 S 的 元 素 和 个 的 
元 素 为 元 素 。 加 

6。 选 择 公 理 ， 如 果 T 是 一 个 集合， 它 的 所 有 
元 素 都 是 不 同 于 的 集合 ， 而 且 其 中 任何 两 个 都 没 
有 共同 的 元 素 。 则 并 集 SUT 至 少 包含 一 个 子 集 $S， 
它 和 T 的 每 一 个 元 素 有 一 个 且 仅 有 一 个 公共 元 素 。 

7。 无穷 公理 ( 稍稍 改变 一 下 原来 形式 )，、 至 
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少 存在 一 个 集合 W 有 如 下 性 质 。 

a) HEW 

b) 如 xEW, 则 {x}EW。 

有 了 无 穷 公理 , 就 可 以 由 空 集 个 出 发 ,定义 一 个 集合 
Wo 其 元 素 为 $，{ {了 了 },，{ {ff}}}.… 
显然 W。 是 无 穷 集 合 。 其 他 的 无 穷 集合 可 以 通过 守 
集 公理 来 定义 。 

实际 上 策 梅 罗 的 公 理 系统 Z ( 公理 1 至 7 ) 把 集 
， 合 限制 得 使 之 不 要 太 大 ， 从 而 回避 了 比如 说 所 有 
“对 象 ”， 所 有 序数 等 等 ， 从 而 消除 罗 索 悖 论 产生 
的 条 件 。 

策 梅 罗 不 把 集合 只 简单 看 成 一 些 集团 或 集体 ， 

是 满足 七 条 公理 的 条 件 的 “对 象 ? ， 这 样 排除 了 
某 些 不 适当 的 “集合 ”。 特 别 是 产生 悖 论 的 原因 是 
定义 集合 的 所 谓 内 应 公理 组 ， 如 今 已 换 成 弱 得 多 的 
分 离 公理 组 。 

策 梅 罗 首 次 提出 了 集合 论 公 理 系统 ， 意 义 是 非 
常 重大 的 。 但 是 ， 其 中 有 许多 缺点 和 毛病 。 比 如 ; 
公理 3 的 确定 性 质 的 含义 并 不 清楚 ， 他 的 . 公 理 没有 
涉及 逻辑 基础 ， 选 择 公理 有 许多 争议 等 等 。 后 来 经 
许多 人 加 以 严格 处 理 及 补充 ， 才 成 为 严格 的 公理 系 
统 ， 即 ZF 或 2FS 系 统 。 其 中 Z 代 表 策 梅 罗 ，F 代 天 


101 


绰 兰 元 尔 ，”= 代 表 斯 科 兰 姆 。 这 里 面 特别 是 斯 科 兰 
姆 和 弗 涯 殉 尔 的 改进 。 但 是 一 般 的 ZF 中 往往 不 包 
括 选 择 公理 ( A C )， 如 果 加 进 选择 公理 则 写 为 
2EFELCGAC 是 Axiom of Choice A 
的 缩写 ， 有 时 简写 为 C 7) 。 f ~ Wy Cc 

集 梅 罗 的 公理 系统 Z 4 \ 
发 表 之 后 , 遭 到 各 方面 的 | z 于 
批评 。 特 别 是 斯 科 兰 姆 ”作乱 Mr 
1922 年 在 8 月 份 在 赫 尔 
从 基 召开 的 第 五 届 斯 堪 
的 纳 维 亚 数学 家 大 会 上 
做 了 公理 化 集合 论 的 报 
告 ， 他 对 策 梅 罗 公理 系 
统 提 出 了 八 点 批评 : : 
1。 为 了 讨论 集合 ， 

我 们 必须 从 对 象 “ 域 ” (1871 一 1932 ) 

B 开 始 ， 也 就 是 用 某 种 方法 构成 的 域 。 

2。 策 梅 罗 关于 确定 的 命 厦 要 有 一 个 定义 使 得 
七 精确 化 。 

3。 在 所 有 完全 的 公理 化 中 ， 集合 论 的 概念 不 
可 避免 地 是 相对 的 。 

4。 策 梅 罗 的 公理 系 统 不 足以 提供 通常 集合 论 
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的 基础 。 

5。 当 人 们 打算 证 明 公理 的 无 矛盾 时 ， 由 非 直 
谓语 名 所 引起 的 困难 。 

6。 对 象 域 B 的 不 唯一 性 。 

_ 7。 数学 妇 纳 法 对 于 抽象 给 出 的 公理 系统 的 必 
要 性 。 

”8。 选 择 公 理 的 问题 。 

另 一 方面 ， 许 多 人 对 策 梅 罗 公理 集合 论 提 出 许 
多 改进 意见 。 首 先 Z 炎 狭窄 不 足以 满足 对 集合 论 的 
合法 需要 ， 有 许多 集合 不 能 由 它 产生 出 来 ， 也 不 能 
够 由 此 造 遇 序数 的 一 般 理 论 和 超 穷 归 纳 法 。 为 了 弥 
补 这 个 缺陷 ， 弗 兰 克 尔 加 进 一 个 公 理 组 即 公 理 8 一 
代 换 公理 。 另 外 ， 弗 兰 克 尔 还 把 公理 以 符号 逻辑 表 
示 出 来 ， 形 成 了 现在 通用 的 ZF 系统 。 : 

一 般 认 为 经 过 弗兰克 尔 改 进 的 策 梅 罗 集合 论 公 
理 系统 加 上 选择 公理 是 足够 数学 发 展 所 需 的 ， 但 是 
还 需要 加 一 条 限制 性 的 公理 ， 即 除了 满足 这 些 公理 
的 集合 之 外 没有 其 他 的 集合 。 采 取 这 样 一 个 公理 是 
出 于 一 个 悖 论 的 启发 ， 这 个 悖 论 最 初 是 法 国 数学 家 
米 里 马 诺 夫 ( D。Mirimanoff ) 在 1917 年 提 出 的 。 
这 个 悖 论 涉及 所 谓 基础 集合 ， 它 是 这 样 的 集合 x， 
其 中 没有 任何 集合 〈 不 一 定 都 不 相 同 ) 的 序列 y， 
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yy7:…… 使 得 …… Ey， 
EysEy1ExX， 设 W 为 
所 有 基础 集合 的 集合 。 
假如 W 是 茜 础 集合 ， 则 
WEW, 因此 ……WE 
WeEW, 从 而 W 是 非 基 
础 集合 。 假 如 W 不 是 基 
础 集合 ， 那 么 根据 定义 
存在 一 串 集 合 yl:，y2， 


EyzEyiE W, 因 此 yi 
不 是 基础 集合 ， 所 以 不 
属于 W 。 为 了 排除 这 种 
本 合 ， 冯 。 诺 意 螺 引进 
图 5 A .弗兰克 尔 公理 9( 基础 公理 )， 
(1891 一 1965 ) 每 一 非 空 集 合 3 包含 一 
个 元 素 t， 使 得 S 和 t 没 有 公共 元 素 。 

由 于 这 条 公理 ， 没 有 集合 3 包含 自己 为 元 豆 ， 
因为 车 SES， 则 {4S 上} 与 公理 9 矛盾 ， 从 而 消除 了 
上 述 舍 论 。 最 后 我 们 得 到 带 有 互 等 关系 的 集 合 论 
ZF, 

ZF 和 集合 论 定 义 如 下 : 
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1。 原 始 记 亏 : XxX, 中 ， es 
= €E,>, A V1) Se 
: ”2。 规 则 ， 和 构造 ， 真 
理 及 推理 等 规则 。 
3。 人 公理: 
“1、 关于 数理 远 
辑 的 公理 ， 容许 应 用 一 
阶 古 典 谓 词 逻辑 的 公理 \ 二 有 
I、 关 于 相等 性 .AJ 
(1)a=a, (2)a= A 
b=> (F(a)—>F(b)) 图 6 上 .斯 科 兰 姆 
下 、 关 于 集合 的 公理 (1887 一 1963) 
”关于 外 延 、 空 集 、 对 集 、 宪 集 、 并 集 各 
公理 ， 无 穷 集 合 的 公理 ， 正 则 性 公理 ， 以 及 代 换 公 
理 。 


这 样 定义 的 集合 论 ( ZF ) 中 ， 虽 说 与 连 续 统 
假设 有 关 的 “等 集 公理 ”不 留 下 疑点 ， 但 正 因为 不 
包含 有 很 多 问题 的 “选择 公理 ( AC )”， 所 以纯 
粹 性 很 高 。 虽 然 至 今 还 不 能 给 出 ZF 集合 论 的 无 巴 
盾 性 的 证 明 。 可 是 它 已 经 没有 必须 大 书 特 书 的 难点 
了 。 
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常用 的 集合 论 公 理 系 
统 除 了 ZF 之 外 ， 还 有 由 
汉 “ 诺 意 曼 开 创 并 由 贝 耐 
斯 、 哥 德尔 加 以 改进 、 简 
化 的 集合 论 公理 系统 一 一 
NBG 系 统 ( 有 时 简称 为 
BC 系统， 六 代表 冯 “。 话 意 
受 ， B 代 表态 耐 斯 ，G 代 - 


表 哥 德尔 ) 。 : pe 
”大 数学 家 冯 。 诺 意 曼 图 7 冯 。 诺 意 曼 
在 他 年 青 的 时 候 ， 开 辟 了 (1903—1957 ) 


公理 化 集合 论 的 第 二 个 系统 。 他 第 一 个 主要 的 数学 
研究 就 是 重新 考虑 策 梅 罗 一 弗兰克 尔 对 于 集合 论 的 
公理 化 。 在 他 的 博士 论文 中 论述 了 一 般 集 合 论 的 公 
理 构造 ， 这 篇 论文 是 他 1925 年 用 匈牙利 文 写 的 。 但 
是 他 后 来 在 两 篇 重要 文章 中 用 德 文 发 表 了 其 中 主要 
的 思想 。 一 篇 是 集合 论 的 一 种 公理 化 》， 另 二 篇 
是 “集合 论 的 公理 化 》。 第 一 篇 文章 中 他 给 出 自已 
的 公理 化 体系 ， 在 第 二 篇 文章 中 他 详细 地 证 明了 怎 
样 由 他 的 公理 系统 导出 集合 论 。 汉 “。 诺 意 曼 的 处 理 
方法 是 策 梅 罗 公理 化 的 推广 。 原 来 的 理论 基本 上 保 
持 了 下 来 ， 但 是 形式 有 所 变化 。 表 面 看 来 新 公理 和 
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日 公理 非常 不 一 祥 、 但 是 
主要 是 使 用 的 语言 有 所 变 
化 。 通 常 表示 集合 论 的 语 
言 有 两 种 ， 一 种 是 集合 和 
它 的 元 素 的 语言 ， 一 种 是 
函数 及 其 变 项 的 语言 ， 这 
两 种 语言 是 等 价 的 。 策 梅 
罗 用 的 主要 是 集合 的 语言 ，- 
不 过 他 也 隐 含 地 用 函数 的 
语言 。 而 在 弗兰克 尔 改进 
的 理论 里 ， 这 点 就 更 加 明 
显 。 汉 “。 诺 意 曼 选用 的 语 
言 完 全 与 策 梅 罗 相反 。 他 
一 开始 就 用 变 项 和 函数 来 
氢 述 他 的 公理 。 但 是 策 梅 
罗 一 弗兰克 尔 和 冯 ，。 诺 意 了 
曼 两 个 公理 系统 主要 差别 图 8 ”由 耐 斯 

还 不 是 语言 的 问题 ， 而 是 (1888 一 1977 ) 

如 何在 杜 素 集合 论 中 排除 蛋 论 的 方式 。 在 策 梅 罗 一 
弗兰克 尔 系统 中 ， 是 通过 限制 集合 产生 的 方式 来 达 
到 这 个 目的 的 。 他 们 把 集合 只 限制 在 对 于 数学 必 不 
可 少 的 那些 集合 上 。 但 是 从 冯 “。 诺 意 曼 看 来 , 这 样 施 
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加 限制 有 点 不 必要 地 过 分 严格 ， 使 得 数学 家 在 论证 
过 程 中 失掉 一 些 有 时 有 用 的 论证 方式 。 而 这 些 论 证 
方式 似乎 是 没有 恶性 循环 的 。 于 是 冯 “。 诺 意 曼 采取 
一 个 比 策 梅 罗 一 弗兰克 尔 更 广 的 概念 ， 而 同时 却 消 
除 任何 产生 悖 论 的 危险 。 按 照 冯 。 诺 意 曼 的 想法 ， 
壬 论 的 产生 也 许 是 因为 过 大 的 总 体 所 引起 ， 更 准确 
来 讲 , 就 相当 于 所 有 集合 的 集合 ,所 以 冯 ， 诺 意 曼 就 
觉得 只 要 不 让 这 类 总 体 不 成 为 元 素 ， 就 可 以 避免 伟 
论 。 z 

”在 冯 。 庶 意 曼 的 公理 系统 中 ， 人 悖 论 是 通过 下 面 
的 方法 来 避免 的 ， 承 认 有 两 种 类 型 的 类 ， 即 集合 和 
固有 类 。 集 合 可 以 是 其 他 类 的 成 员 ， 而 国有 类 则 不 
容许 是 其 他 类 的 成 员 。 在 这 个 公理 系统 中 ， 我 们 就 
有 三 个 原始 概念 ， 集 合 ， 类 ， 属 于 关系 。 用 形式 语 
言 来 表示 就 是 集 变数 ， 类 、 变 数 及 二 元 谓 词 符号 
E, 所 以 NBG 中 的 定理 不 一 定 是 ZF 中 的 定理 。 不 过 
可 以 证 明 ZF 中 的 每 个 合适 公式 在 ZF 中 可 证 明 当 且 
仅 当 在 NBG 中 可 证 明 。 这 样 看 来 NBG 是 ZF 的 一 个 
扩充 。 数 学 家 可 以 根据 自己 不 同 的 需要 来 选用 自己 
认为 方便 的 公理 系统 。 比 如 哥 德尔 是 在 NBG 公 理 
系统 中 考虑 选择 公理 及 广义 连续 统 假设 的 相对 无 巴 
着 性 ， 而 科 亨 则 是 在 ZF 公理 系统 中 考 虑 选 择 公理 
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及 连续 统 假设 的 独立 性 。 除 了 这 两 个 最 重要 的 集合 
论 公理 系统 之 外 ， 还 有 好 几 个 公理 系统 ， 但 是 它们 
的 用 途 远 不 如 ZF 和 NBG 系 统 了 。 
尽管 集合 论 公 理 系统 建立 起 来 ， 并 得 到 广泛 承 
认 ， 但 仍然 存在 许多 问题 ， 例如 说 ， 
1。 不 可 达 基 数 和 序数 是 不 是 存在 ? 
2 过 扣 线 人 设 是 和 能 锣 汪 阴 。 
。 公 理 系统 的 协调 性 和 独立 性 。 
人 十 年 代 之 后 ， 为 了 解决 这 些 问题 ， 公 理 集 
合 论 掀 开 新 的 一 页 。 


和 


4. 哥 德尔 的 
发 现 ， 意 想 
不 到 的 结 


人 | i 


si 
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i 
了 和 
和 


克基 理 过 拓 后 历史 上， 可 德尔 的 工作 起 着 逊 二 
启 后 的 作用 。1928 年 希 尔 伯 特 在 意大利 馈 伦 那 召 开 
的 国际 数学 家 大 会 上 提出 的 四 个 问题 ; “很 快 就 被 可 
志 俯 承 则 上 解决 了 。 尤其 是 他 的 不 完全 福 定 理 ， 把 
人们 引 褒 一 各 完全 不 同 的 过 界 ， 从 此 开 思 名 到 
了 一 个 新 的 时 代 ， z 
在 这 之 前 ， 数 学 家 期 记 数 学 有 一个 是 广 园 又 严 
格 的 基础 ， 在 这 个 基础 上 数学 家 可 以 放心 地 去 干 他 
们 愿意 于 的 事 。 哥 德尔 的 不 完全 性 定理 使 这 种 想法 
破灭 了 。 悖 论 所 造成 的 危机 虽然 可 以 暂时 回避 ， 然 
而 想 从 原则 上 一 揽 子 解决 是 毫 无 希 望 的 。 从 此 之 
后 ， 数 学 家 只 满足 于 使 用 集合 论 一 些 最 简 单 的 结 
果 ， 而 对 更 深入 的 数理 逻辑 与 数学 基础 问题 则 不 那 
么 关心 注意 了 。 同 时 ， 由 于 哥 德 尔 在 证 明 中 发 展 的 
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一 些 技术 ， 也 使 数理 逻辑 成 为 一 门 具 有 上 自己 独立 技 
术 和 方法 的 数学 分 支 。 现 在 的 数理 逻辑 ， 不 管 是 公 
理 集合 论 、 模 型 论 还 是 证 明 论 和 递归 论 都 已 经 变 得 
十 分 专门 。 就 象 代数 拓扑 学 、 算 子 代数 、 随 机 过 程 
等 学 科 ， 对 于 非 本 行 专家 来 

说 ， 简 直 是 难以 理解 的 。 


4-1 哥 德 尔 小 传 。 ”~ 


一 痒 尔 特 ， 哥 德尔 (Kurt a 
G6del, -1906-1978) 于 1906 
年 4 月 38 生出 生 在 奥 铭 帝国 属 
下 的 布 瑞 尼 (今天 的 布尔 诺 ， 
这 里 出 过 另 一 位 伟大 人 物 遗 ” f/f 
传 学 之 父 孟 德尔 ) 。 他 的 父 “… 图 9 长 。 哥 德尔 
母 是 德国 大 。 与 一 般 人 人 推测: : (1906 一 1978) 
不 同 ， 他 并 没有 犹太 血统 。 他 在 家 乡 上 了 四 年 国民 
学 校 和 八 年 德国 国立 中 学 。1924 年 中 学 毕业 后 ， 他 
进入 维也纳 大 学 哲学 系 ， 先 是 攻读 物理 ， 后 于 1926 
年 转 而 攻读 数学 。 这 丽 怕 是 出 于 他 对 精密 性 和 严 
格 性 过 分 偏爱 的 缘故 。 当 时 的 维也纳 大 学 有 不 少 有 


流 上 兰 际 尺 涤 


nF 
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国际 声誉 的 数学 家 ， 如 兽 解 决 过 项 尔 伯 特 的 一 些 猜 
想 的 数论 专家 费 特 万 格 勒 (Furtwangler, 1869— 
1940 ) ， 泛 函 分 析 的 创始 人 之 一 哈恩 (Hans 。Ha 
hn，1879 一 1934 ) 与 拓扑 学 家 门 格 尔 《 Karl Men 


ger，1902 一 等。 大 学 时 他 对 费 特 万 格 韶 的 数论 


课 很 有 兴趣 ， 这 同 他 后 来 的 工作 有 很 大 关系 ， 比 如 
他 应 用 欠 了 定理 来 物 霹 直 加 法 与 染 法 委 旧 的 原始 化 


与 因数 。 


上 大 学 时 ; 他 对 暂 学 也 很 有 兴趣 实际 上 对 本 


学 的 探索 贯穿 着 他 的 一 生 : 他 听 泊 学 教授 的 讲课 。 


特别 是 经 常 参 加 维也纳 小 组 的 活动 。 二 十 世纪 最 主 
要 的 哲学 流派 一 一 逻辑 实证 主义 兴 时 刚 冉 开始 屯 各 


-的 事业 。 哥 德尔 赞成 以 施 里 克 《《 MSchlick ,1882 


一 1936 ) 为 首 的 这 个 学 派 的 分 析 方 法 ， 即 用 数理 逐 
辑 来 对 哲学 及 科学 概念 进行 分 析 。 但 是 ， 他 也 +- 直 
不 同意 他 们 否定 客观 实在 性 及 认为 形而上学 命题 是 
无 意义 命题 等 基本 观点 。 不 过 ， 他 的 哲学 观点 也 促 


使 他 对 于 数理 逻辑 进行 深入 的 钻研 。 


当时 数理 逻辑 的 经 典 闭 作 是 罗 素 和 怀特 海 的 
« 数学 原理 、， 这 三 卷 满 是 符号 的 大 书 ， 恺 怕 只 有 
极 少数 人 读 过 。 1928 年 ， 希 尔 伯 特 和 阿 克 曼 合 次 的 


《理论 次 辑 纲要 > 出 版 ， 这 是 一 本 论述 简明 、 清 
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晰 ， 概 括 性 强 的 好 书 ， 对 哥 德 尔 的 启发 性 很 大 。 书 
中 明确 提出 一 个 尚未 解决 的 问题 一 狭义 谓词 演算 
的 完全 性 问题 。 哥 德尔 很 快 解 决 了 这 个 问题 ， 把 结 
果 写 成 博士 论文 ， 成 为 他 一 生 事 业 的 开端 
1929 年 秋天 ， 他 进行 答 辩 。 1930 年 2 月 得 到 批 
“ 准 取 得 博士 学 位 。1930 年 夏天 ， 如 德尔 开始 研究 项 
尔 伯 转 计 划 ， 他 想 证 明 分 析 的 无 矛盾 性 .9 月， 他 到 
东 普 鲁 士 哥 尼斯 堡 去 参加 科学 会 会 议 。 许 多 著名 数 
-学 家 ， 希 尔 伯 特 、 冯 “。 诺 意 曼 . 海 丁 .卡尔 纳 普 都 参 
加 了 这 次 会 议 。 逢 尔 伯 特 在 会 上 做 了 题 为 “有 还 辑 和 
对 自然 的 认识 ”的 著名 演说 。 他 乐观 地 宣称 ，“ 我 
们 必须 知道 y 我 们 将 会 知道 ? 。 可 是 ， 就 在 这 个 会 
上 哥 德 角 宦 林 了 他 的 第 一 不 完全 和 性 定理 。 不 久 ， 他 
又 证 明了 第 二 不 完全 定理 。 这 个 结果 毫 无 疑义 对 希 
尔 伯 特 计 划 是 莫大 的 打击 。 四 
1931 年 他 在 维也纳 大 学 当 助教 ， 这 篇 文章 成 为 
.就职 论文 而 受到 了 很 高 的 评价 。 从 1933 年 到 1938 
年 ， 他 在 维也纳 大 学 当 讲 师 。1932 年 他 到 过 妈 丁 
. 根 ， 见 到 过 爱 米 ，,， 堪 特 (Emmy Noether，1882 一 
“1935)，。 西 格 尔 (C。L。 Siegel1896 一 1981 )，。 上 于 
岭 等 人 。 他 没 见 到 早 逝 的 天 才 厄 布朗 ， 但 他 们 交换 
过 信件 。 厄 布朗 的 信 中 有 最 早 的 递归 函数 想法 。 但 
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是 厄 布衣 只 下 到 前 本 德尔 一 对 信 。 

1933 年 到 1934 年 ， 哥 德尔 第 一 _ 次 来 型 普林斯顿 
大 学 高 等 研究 院 。 他 在 这 里 见 到 丘 奇 , 克 林 ( S.C 
Kleene，1909 一 ) 和 罗 寒 尔 (].B.Rosser，1907 
一 ) 。 他 在 普林斯顿 大 学 发 表 了 < 论 形式 数学 系统 
的 不 可 判定 命题 的 演讲 ， 这 对 后 来 关 国 研究 着 只 
论 是 极 大 的 推动 。 i 

1937 年 他 在 维 也 纳 讲授 “公理 : 化 集合 论 ” 9 
这 时 他 开始 集中 力量 研究 这 个 题目 。 在 他 秋天 来 性 
高 等 研究 院 时 ， 他 已 经 对 选择 公理 的 无 亏 盾 性 有 所 
渤 上 谍 ， 并 把 自己 的 思想 同 汉 。 诺 意 曼 交谈 过 。 不 
过 ， 他 的 可 构造 集 的 思想 ， 广 义 连续 统 假 调和 选择 
公理 与 NGB 系 统 的 无 矛盾 性 ， 一 直 到 1938 年 秋 无 
才 在 高 等 研究 院 讲 演 ， 并 在 1988 到 1 人 0 发 天 。 过 x 
时 他 已 经 开始 定居 美国 了 。 : 
: “1938 年 3 月 ， 希特勒 兼并 奥 地 刹 ， 这 时 ， 他 由 
刚 结婚 。1939 年 9 月 二 次 大 战 爆发 ， 他 ' 于 1939 年 底 
横贯 苏联 的 西伯 利 亚 大 铁路 经 日 本 到 了 美 锥 ， 从 此 
再 也 没有 回 奥地利 。 在 美国 ， 除 了 1940 年 淹 凶 在 圣 
好 大 学 任教 外 ， 一 直 在 普林斯顿 高 等 研究 院 寺 作 。 
由 于 研究 院 里 有 人 反对 和 阻 提 ;: 意 到 19 好 年 他 才 
被 批准 为 常任 研究 员 ，2953 年 本 成 为 教授 。 对 于 这 
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样 伟大 的 数学 家 来 说 ， 得 到 这 种 称号 的 时 间 实 在 是 
太 晚 了 。 到 这 时 ， 他 在 数理 逻 到 辑 方面 的 主要 工作 
都 已 经 完成 了 。 他 的 兴趣 转向 其 他 方面 。 

1947 年 到 1951 年 他 开始 注意 和 研究 广义 相对 
论 。 他 同 爱 因 斯 坦 是 多 年 老 邻 居 ， 他 们 几乎 天 天 一 
起 散步 回 家 。 但 是 哥 德 尔 表 示 ， 他 对 相对 论 的 兴 
并 非 来 自 同 爱 因 斯 坦 的 谈话 ， 布 是 来 自 对 康德 时 空 . 
哲学 的 兴趣 。1950 年 他 在 国际 数学 家 大 会 上 做 的 报 
兴 ，' 就 是 渗 于 “旋转 宇宙 ”的 论文 
“后 来 ,他 的 兴趣 转向 哲学 。 他 认为 ， 健全 的 后 
学 思想 对 科学 研究 的 成 功 有 很 密切 的 关系 。 他 说 ， 
数学 及 元 数学 的 《特别 是 关于 超 穷 推理 的 ) 客观 主 
义 观点 ”对 于 他 的 逻辑 研究 是 最 根 本 的 。1959 年 
起 ， 他 开始 阅读 德国 哲学 家 胡 塞 尔 的 哲学 著作 ， 并 
一 直 保 持 着 强烈 的 兴趣 。 他 认为 有 些 哲 学 家 ， 特 别 - 
是 柏拉图 和 向 卡尔 ， 在 他 们 一 生 中 具有 一 种 与 日 常 
生活 的 世界 观 完 全 不 同 的 直观 的 世界 现 ， 也 许 胡 密 
尔 也 曾 达 到 过 这 种 境界 <- 

晚年,， 哥 德尔 间或 对 数理 逻辑 作 些 工作 。 美国 
符号 逻辑 协 合 正在 级 织 力量 搜集 整理 他 的 著作 ， 准 : 
备 出 版 他 的 全 集 。 他 已 经 出 版 的 逻辑 方面 的 论著 ， 
不 过 二 十 余 篇 ， 大 都 很 简短 不 过 它们 在 历史 上 的 
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作用 是 十 分 巨大 的 。 
1978 年 1 月 14 日 下 午 ， 他 在 普 林 斯 顿 医院 的 椅 
子 上 坐 着 候诊 时 去 世 ，- 享 年 72 岁 。 


4-2 1980 和 数理 


1930 年 前 ， 整 个 数学 界 是 非常 条 观 的 。 希 尔 伯 
特 的 思想 占 统治 地 位 。 数 学 是 建立 在 集合 论 和 数理 
逻辑 两 块 基石 之 上 。 康 托 尔 的 朴素 集合 论 已 被 公理 
集合 论 所 代替 ， 从 而 消除 了 傍 论 。 选 择 公理 是 一 个 
很 好 的 工具 ， 数 学 中 许多 部 门 都 要 用 到 它 。 连 续 统 
假设 仍然 是 悬案 ， 不 过 希 尔 伯 特 多 次 觉得 自己 已 接 - 
近 解 决 这 个 难题 。 看 来 前 景 是 乐观 的 。 大 部 分 数学 
可 以 建立 在 谓词 演算 的 基础 上 ， 而 一 阶 谓词 演算 的 
公理 系统 是 无 矛盾 的 ， 尽 管 其 完全 性 仍 有 待 证 明 。 

整个 数学 的 基本 理论 是 自然 数 的 算术 和 实数 理 
论 。 它 们 都 已 经 公理 化 。 这 些 公理 系统 应 该 是 无 巴 
盾 的 ， 完 全 的 ， 如 果 它 们 能 够 得 证 ， 并 且 集合 论 公 
理 系统 也 能 得 到 同样 的 结果 ， 那 么 整个 数学 就 比较 
牢靠 了 。 

为 了 不 使 小 撮 寺 觉 主义 者 指 手 划 脚 、 评 头 品 
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足 ， 希 尔 伯 特 提出 他 的 计划 ， 把 理论 系统 形式 化 ， 
然后 通过 有 限 多 步 证 明 它 们 没 有 矛 慎 。 他 信心 十 
足 ， 在 1930 年 9 月 东 普 鲁 士 哥 尼斯 堡 的 科学 会 会 记 
上 ， 他 批判 了 不 可 知 论 。 

1928 年 希 尔 伯 特 提出 四 个 问题 ， 

分 析 的 无 容 擂 性。1924 年 阿 克 曼 和 1927 年 
吗 “ 诺 意 曼 的 工作 使 希 尔 伯 特 相信 只 要 一 些 纯 算 林 
-的 初等 引 理 即 可 证 明 。 

1930 年 夏天 ， 哥 德尔 开始 研究 这 个 癌 题 ， 他 不 
理解 项 尔 伯 特 为 什么 要 直接 证 明 分 析 的 无 水 盾 性 。 
哥 德 尔 认为 应 该 把 困难 分 解 ， 用 有 限 主义 的 算术 证 
明 算 术 的 无 矛盾 性 ， 再 用 算术 的 无 矛盾 性 证 明 分 析 
“的 无 矛 导 性 。 哥 德尔 由 此 出 发 去 证 明 算术 的 无 也 对 
性 而 得 出 不 完全 性 定理 。 

2。 更 高 级 数学 的 无 矛盾 性 。 特 别 是 选择 公理 
的 无 矛盾 性 。 这 个 问题 后 来 被 可 德尔 在 1938 年 以 相 
对 的 方式 解决 。 

z 3。 茵 术 及 分 析 形 式 系统 的 完全 性。 法 个 问题 
在 1930 年 秋天 要 尼斯 堡 的 会 议 上 ， 哥 德尔 已 经 提出 
了 一 个 否定 的 解决 。 这 个 问题 的 否定 成 为 数理 逻辑 
人 

一 阶 调 计 舌 鬼 的 完全 人 性。 这 个 问题 已 被 可 


119 


德尔 在 1930 年 完全 解决 。 z 
ee ne 


4- 3 1990 和 和 多 两 主 要 页 


1。 完 全 性 定理 ; 村 德尔 的 学 位 论 文 过 辑 生 
数 演算 的 公理 的 完全 性 ， 解 次 了 一 阶 谓词 演算 的 完 
全 性 问题 。 罗 素 与 休 德 海 建立 了 逻辑 演算 的 公理 系 
统 及 推演 规则 之 后 ， 数 学 家 最 关心 的 事 就 是 公理 系 
统 的 无 矛盾 性 及 完全 性 (也许 还 包括 不 那么 重要 的 
独立 性 ) 。 所 谓 完 全 性 就 是 ， 每 一 个 真 的 逻 辑 数 
学 命题 都 可 以 由 这 个 公理 系统 导出 ， 也 就 是 可 证 
明 。 命 题 演算 的 完全 性 已 由 美国 数学 家 波斯 特 在 
1921 年 给 出 证 明 。 而 一 阶 谓词 演算 的 完全 性 一 直到 
1929 年 才 由 可 德尔 给 出 证 明 。 但 是 ， 哥 德尔 认为 ; 
斯 柯 仑 在 1922 年 的 文章 中 已 隐 含 证 明了 “或 者 A 是 
可 证 的 ， 或 者 1A 是 可 满足 的 ?， 但 是 他 没有 陈述 
这 个 结果 ， 可 能 是 他 本 人 并 没有 意识 到 这 一 点 。 

2。。 到 德尔 的 订 完 全 性 定理 ， 这 是 数理 逻辑 最 
重大 的 成 就 之 --- 六 :是 数量 逻辑 发 展 的 一 个 里 程 碑 和 
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转折 点 。 哥 德尔 在 研究 过 程 中 直接 考虑 蛋 论 及 解决 
侍 论 的 方法 ， 从 而 把 第 三 次 数学 危机 引导 至 另外 一 
个 方向 上 。 

哥 德 尔 证 明 不 完全 性 定理 是 从 考虑 数学 分 析 的 
协调 性 问题 开始 的 。1930 年 秋 在 哥 尼 斯 堡 会 议 上 他 
宣布 了 第 一 不 完全 性 定理 ， 一 个 包括 初等 数论 的 形 
式 系统 ， 如 果 是 协调 的 ， 那 就 是 不 完全 的 。 不 久之 
后 他 又 宣布 如果 初 等 算术 系统 是 协调 的 ， 则 协调 
性 在 算术 系统 内 不 可 庆 明 。 7 ， 

机 伟人 证 明 人 用 了 了 “各 太 化 ”的 方法 可 和 
尔 说 ，.“ 一 个 系统 的 公式 …”… 有 从 外 观 上 看 是 原始 
符号 的 太 穷 序列 …… 不 难 严格 地 陈述， 哪些 原始 
符号 的 序列 是 合适 公式 ， 哪 些 不 是 。 类 似 地 ， 从 形 
式 观点 看 来 ， 证 明 也 只 不 过 是 《具有 某 种 确定 性 质 
的 ) 一 捉 公 式 的 有 穷 序列 ”。 因 此 ， 研 究 一 个 形式 
系统 实际 上 就 是 研究 可 数 个 对 象 的 集合 。 我 们 给 每 
个 对 象 配 上 一 个 数 ， 这 种 把 每 一 个 对 象 配 上 一 个 数 
的 方法 称 为 "“ 哥 德尔 配 数 法 ? ， 哥 德 尔 通过 这 些 数 
反 过 来 看 原来 形式 系统 的 性 质 。 

哥 德 尔 研究 了 46 种 函数 和 谓词 。 他 撒 述 一 类 所 
谓 “ 递 归 的 > 数论 函数 以 自然 数 为 变 元 ， 取 值 也 
是 自然 数 ) 即 后 来 的 原始 递归 函数 。 他 定义 原始 递 : 
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归 谓 词 PCxiy Xn ) 为 对 应 中 ( 工 py xn 》 
-0 的 谓词 ， 其 中 中 《1 ee ，xa 》 是 原始 北 归 
函数 。 

哥 鼻 尔 证明 朴 的 前 45 个 函数 和 谓词 都 是 原始 弟 
归 的 。 但 第 的 次 社 词 为 “x 是 一 个 可 证 公式 的 哥 德 
Wi 在 对 二 德 尔 配 数 的 系 绕 中 ， 可 以 得 到 一 个 

式 ， 它 相当 寺 : :我 是 不 可 证 的 。 所 以 这 个 句子 是 
不 可 证 的 且 是 站 的 所 以 这 统 中 存在 真 语句 而 又 不 
可 证 地 就 是 系统 不 完全 。 

。， 哥 德尔 的 论文 在 1931 年 发 表 之 后 ， 立 即 引起 渤 
部 学 家 的 莫大 兴趣 。 它 开始 虽然 使 人 们 感到 惊异 不 
解 ， 不 久 即 得 到 广泛 盖 认 ， 并 且 产 生 巨 大 的 影响 

由 哥 德 尔 的 证 明 对 第 尔 伯 特 原 来 的 计划 是 一 个 
巨大 的 打击 。 因 此 ,把 整个 数学 形式 化 的 打算 是 注 
定 要 失败 的 。 因 而 逻辑 主义 和 形式 主义 的 原则 是 不 
能 贯彻 到 底 的 。 

@@“ 希 尔 伯 特 计划 ”中 证 明 论 的 有 限 主义 观点 
必须 修正 ， 从 而 使 证 明 论 的 要 求 稍 稍 放宽 。1936 年 
甘 崔 在 容许 超 穷 归纳 的 条 件 下 证 明了 算术 的 无 矛盾 
性 。 而 倡导 有 限 构 造 主义 的 直觉 主义 也 不 能 解决 问 
题 。 

@ 哥 德尔 的 工具 递归 函数 促进 了 递归 函数 论 的 
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系统 研究 ， 同 时 推动 不 可 判定 问题 的 研究 ， 开 始 出 
现 递归 论 的 新 分 支 。 。 

哥 德 尔 不 完全 定理 的 证 明 结束 了 关于 数学 基础 
的 争论 不 体 的 时 期 。 数 学 基础 的 危机 不 那么 窗 出 表 
现 出 来 。 数 理 逻 辑 形成 了 一 个 带 有 强 技 巧 性 的 独立 
学 科 ， 而 绝 大 部 分 数学 家 仍然 把 自己 的 研究 建立 在 
林 素 集合 论 或 ZF 公 理 集合 论 的 基础 上 。 尽 管 集合 
论 中 存在 矛 届 ， 但 这 些 矛 盾 大 部 分 均 可 回避 。 研 究 
这 些 矛 盾 ， 特 别 是 集合 论 的 矛盾 变 成 数理 逻辑 学 家 
的 事业 。 另 外 一 方面 ， 直 觉 主 义 稳 物 造 主义 数学 虽 
然 也 有 发 展 ， 但 终究 是 一 小 部 分 ， 半 个 世纪 以 来 ， 
在 数学 中 始终 不 占 统治 地 位 。 因 为 涉 盾 也 好 ,危机 
也 好 ,根源 在 于 无 穷 ,但 是 数学 中 毕竟 少不了 无 穷 ， 
归根 结 蔓 ， 数 学 终究 是 研究 无 穷 的 科学 。 


5 数理 逻 辑 
的 大 发 展 
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1930 年 以 后 ;数学 逻辑 开始 成 为 二 个 专门 学 科 ， 
得 到 了 菩 支 发 展 ,。 :到 德尔 的 两 个 定理 证 明之 后 ， 项 
尔 伯 特 的 有 限 主 义 纲领 行 不通 ， 证 明 论 出 现 新 的 情 
帝 ， 主 要 有 两 方面 通 计 放宽 有 限 主 义 的 限制 来 证 . 
明 算 术 无 矛盾 性 以 及 把 证 明 形 式 化 、 标 准 化 。 这 些 . 
主要 在 三 十 年 代 完成 , :同时 哥 德 尔 引进 递归 函数 ， 
发 展 成 递归 论 的 新 分 支 ， 开 始 研究 判定 问题 。 而 哥 - 
德尔 本 人 转向 公理 集合 论 的 研究 ， 从 此 出 现 公 理 集 
合 论 的 黄金 时 代 。 五 十 年 代 模 型 论 应 运 而 生 ， 它 与 
数学 有 着 密切 联系 ， 并 逐步 产生 积极 的 作用 。 
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5-1 证 明 认 


证 明 论 又 称 元 数学 ， 它 研究 数学 的 最 基本 活动 
一 一 证 明 的 合理 性 问题 。 研究 这 类 数学 基础 的 问 
题 ， 原 来 一 直 是 哲学 家 的 事 ， 后 来 才 成 为 数学 家 的 
事 。 这 个 转变 发 生 在 1893 年 弗 雷 格 发 表 《 算 术 基 础 
规则 ， 之 时 ， 后 来 希 尔 伯 特 和 人 驰 芍 许多 合作 者 使 这 
种 思想 发 展 成 一 门 学 科 一 一 元 数学 。 
问题 是 用 数学 方法 来 研究 喜 不 数学 理论 。 要 使 
数学 理论 成 为 一 个 合适 的 研究 对 象 ， 就 必须 使 之 形 
式 化 。 自 让 带 尔 伯 特 和 阿 克 曼 所 闭 《理论 逻 辑 纲 
要 > 第 一 版 在 1928 年 出 版 以 来 ， 在 实践 中 用 得 最 多 
的 星 具 有 等 式 的 一 阶 谓词 演算 《 以 及 高 阶 谓词 演 
算 ) 。 许 多 理论 可 以 用 一 一 了 理论 米 表 述 ， 它 比较 和 
方便 具有 多 种 形式， 

。 和希 尔 伯 特 的 公理 化 系统 。 
下 雏 伯 如 系 坟 

3。 式 列 演算 。 

4。 请 义 表 。 

从 基础 的 观点 来 看 ， 有 两 个 理论 嫌 为 重要 ， 芝 
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而 研究 也 最 多 。 这 两 个 理论 就 是 形式 化 的 皮 亚 诺 算 
术 理 论 与 形式 化 的 集合 论 。 因 为 大 多 数 现代 数学 理 
论 都 可 以 在 这 两 个 理论 范围 内 发 展 ， 所 以 这 两 个 理 
论 的 合理 性 如 果 得 到 证 实 ， 也 就 是 向 数学 的 可 什 性 
迈进 了 一 大 步 。“ 希 尔 伯 特 计 划 ” 无 非 就 是 要 找到 
一 个 有 限 的 证 明 步 驳 来 证 明 算术 的 无 子 盾 性 。 
这 里 “有 限 ” 的 意义 是 由 法 国 年 轻 数学 家 捷 布 
明明 确 提 出 ， 他 认为 下 列 条 件 必 须 满足 : 
1。 ” 光 须 只 讨论 确定 的 有 限 数 目 的 对 象 及 国 
和 
这些 对 银 及 画 数 要 能 确定 它们 允 丰 人 产 和 全 
oa 一 致 的 计算 结果 ” 村 
3。 一 个 对 象 如 不 指出 如 何 可 不 能 肯定 
其 存在 ; | 
4。 -必须 永远 不 考 碟 一 个 天 集体 中 所 有 对 和 
人 
个 定量 对于- 组 对 象 都 成 立 的 罕 因 是 ,对 : 
-个 村 天 的 对 象 ， 可 以 重复 所 齐 的 普 这 论 二 ， 攻 
这 普遍 论证 只 能 看 成 是 结果 特殊 论证 的 原型 。 
数学 理论 的 无 矛盾 性 ， 有 了 这 种 有 限 的 、 可 梅 
造 性 的 论证 之 后 ， 任 何人 都 可 以 放心 了 。 ~ 
希 尔 伯 竺 计划 提出 后 ， 几 组 数学 家 分 别 为 实现 
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它 而 努力 ; 一 组 是 希 尔 伯 特 及 贝 耐 斯 ， 以 及 阿 克 曼 
关于 把 数学 理论 形式 化 的 研究 ， 一 组 是 冯 。， 诺 意 野 
关于 算术 无 孙 盾 性 的 初步 研究 及 哥 德 尔 的 不 完全 性 
定理 以 及 甘 穿 的 最 后 解决 。 还 有 一 -组 是 尼 布 妆 必 半 
窑 关 于 证 明 的 标准 形式 等 的 研究 。 i 
尼 布 崩 是 法 国 天 才 的 青年 数学 家 。1931 年 8 月 
在 登 阿尔 第 斯 出 时 遇难 ; 年 仅 23 岁 。 他 对 代数 数论 万 
其 是 数理 逻辑 进行 过 重要 的 研究 工作 。1929 年 他 在 
“博士 论 效 《证 明 论 研究 中 提出 他 的 基本 定理 。 从 
某 种 意义 上 来 讲 ， 这 个 定理 是 想 把 谓词 演算 归结 为 
命 晤 演算 。 由 于 前 一 理论 是 不 可 判定 的 ， 而 后 盖 理 
论 是 可 判定 的 ， 因 此 这 种 归结 不 可 能 是 完全 的 。 

让! 把 布 庚 把 每 个 谓 调演 算 的 公式 F 对 应 于 命题 公 
式 的 无 穷 序 列 Hn (下 )， 其 中 Hn (F》 具 有 析 取 
形 锚 六 丰 1Y YAna 这 些 公式 称 为 龙 布 朗 析 取 
式 。 有 in 是 可 以 能 行 地 定义 的 。 也 就 是 可 以 通过 固 : 
定 算 法 候 F 及 n 得 出 。 捷 布朗 基本 定理 是 说 ，F 在 谓 
诈 演 算 中 可 证 当 且 仅 当 存在 一 个 n;: 使 得 Hn 是 命题 
演算 中 的 一 个 定理 。 z 

2 但 是 ， 由 于 厄 布 朗 局 限于 项 尔 伯 特 有 限 主义 立 
场 ， 他 应 用 的 证 明 方法 比较 绕 弯 子 。 而 且 在 1963 年 : 
发 现 ， 他 的 证 明 中 有 漏洞 。 他 的 错误 很 快 就 得 到 了 
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浆 补 。 

厄 布 明定 理 可 以 使 我 们 在 证 明 中 摆脱 三 三 段 论 
法 。 他 的 许多 结果 ， 后 来 也 为 甘 守 独立 地 得 出 。 

革 鹤 的 自然 演绎 系统 是 把 数学 中 的 证 明 加 以 形 
式 化 的 结果 。 他 由 此 得 出 所 谓 - 主 定理 ” ， 即 任何 
纯粹 逻辑 的 证 明 , 都 可 以 表示 成 为 某 种 正规 形式 ， 
虽然 正规 形式 不 一 定 是 唯一 的 。 为 了 证 髓 这 个 主 定 
理 ， 他 引进 所 缚 式 列 ( Sequenz ) 演算 : 

， 所 谓 式 列 是 三 个 有 限 多 个 公式 组 Al， As:，…， 
An 与 Bl,，B;,，… ,Bn 中 合用 十 而 得 到 的 A ;As 
“Am->B1，B,，…，Bn。“ 利用 式 列 “可 和 狼 把 
一 阶 谓词 演算 非常 漂亮 地 加 以 形式 化 形成 推论 
图 。 推 论 图 有 两 类 ， 一 类 是 关于 结构 的 推论 图 ， 一 
”类 是 关于 逻辑 符号 的 推论 图 。 例 如 前 者 有 赠 ;( Ve- 
rdiinnung 7， 减 ( Zusammenziehung )，。， 换 
(Vertauschung ) ， 汤 《 Schnitt), 其 中 

增 ， T= .T=»0 + 
”了 D,| 一 FG6, D 
减 ， 换 不 具体 写 出 了 。 最 主要 是 断 
断 ， OD D, A—[7 / 
: Fm, A—>8, A 


由 这 两 个 例子 可 以 看 出 ， 横 线 上 的 式 列 可 看 成 前 
提 ， 横 线 下 的 式 列 可 看 成 推论 ， 证 明 就 是 经 过 增 、 
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减 、 换 、 断 等 四 种 方式 以 及 关 于 汐 辑 符号 析 取 
(V)、 合 取 ( 人)、 全 称 量词 (V ) ， 存在 量词 
(所 ) 和 否定 的 引进 和 消除 共 十 种 形式 来 完成 的 。 
任何 证 明 都 可 以 形式 地 写成 一 层 一 层 的 推论 图 所 构 ， 
成 的 证 明 图 。 证 明 图 最 上 方 是 理论 的 公式 如 D 一 D 
形 的 式 列 ( 称 为 始 式 列 ) ， 而 最 终 证 明 的 结论 就 是 
最 下 方 的 终 式 列 。 由 这 个 证 明 图 ， 我 们 可 以 知道 终 
式 列 最 终 得 到 证 明 。 

”在 普通 的 数学 证 明 中 ， 最 常用 的 是 三 段 论 法 ， 
即 如 果 A=>B， 且 若 A 成 立 ， 则 B 成 立 。 其 实 这 就 
是 甘 崔 推论 图 中 的 “ 断 ”。 但 是 甘 崔 的 主 定理 就 是 
从 任何 证 明 图 中 可 以 消除 掉 所 有 的 “ 断 ”。 也 就 
是 ， 如 絮 在 一 个 证 明 中 用 到 三 段 论 法， 那么 定理 表 
明 ， 它 地 可 以 化 成 为 不 用 三 段 论 法 的 证 明 。 也 得 到 
罗 禅 的 结论 。 这 个 定理 乍 一 看 来 似乎 不 可 理解 ， 其 
实 正如 革 岩 所 说 ， 一 个 证 明 图 中 有 三 自 论 法 实际 上 
是 “ 绕 了 弯 子 ”， 而 不 用 三 段 论 法 是 走 直 路 。 这 种 
没有 三 段 论 法 的 证 明 图 称 为 “正规 形式 ”。 利 用 这 
个 主 定理 很 容易 得 出 许多 重要 结果 ， 其 中 之 一 就 是 
极为 简单 地 证 明 “ 一 阶 亩 词 演算 是 无 矛盾 的 。” 而 
且 能 够 推出 许多 无 矛盾 性 的 结果 。 后 来 还 可 以 用 来 
证 明 哥 德尔 的 完全 性 及 不 完全 性 定理 ， 当 然 ， 最 重 
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要 的 事 还 是 要 证 明 算术 的 无 矛盾 性 。 

希 尔 伯 特 引进 证 明 论 的 目标 是 证 明 整 个 数学 的 
无 矛盾 性 ， 其 中 最 重要 的 是 集合 论 的 无 矛盾 性 (至 
少 ZF 系 统 无 矛盾 )， 数 学 分 析 的 无 矛盾 性 ， 最 基 
本 的 当然 是 算术 的 无 矛盾 性 。 哥 德尔 的 不 完全 性 定 
理 说 明 ， 用 有 限 的 办 法 这 个 目标 是 达 不 到 的 。 

由 于 哥 德 尔 不 完全 定理 的 冲击 ， 和 项 尔 伯 特 计 赴 
需要 修改 。 

有限 主 义 行 不 通 就 要 用 非 有 限 的 超 务 步骤 。 
1935 年 ， 甘 崔 用 超 穷 归纳 法 证 明 自 然 数 算 术 形 式 系 
统 的 天 矛盾 性 。 其 后 几 年 。 他 和 其 他 人 又 出 了 其 
他 的 证 明 。 | 

这 种 放宽 了 的 希 尔 伯 特 计划 在 第 二 次 世界 大 战 
之 后 发 展 成 为 证 明 论 的 分 支 。 这 些 证 明 也 推广 到 分 
支 类 型 论 及 其 他 理论 。 

其 崔 在 第 二 次 大 战 行将 结束 时 去 世 ， 他 的 结果。 
代表 当时 证 明 论 的 最 高 成 就 ， 希 尔 伯 特 和 贝 纳 斯 的 : 
«数学 基础 》 第 二 卷 中 总 结 了 他 的 工作 。 但 是 证 肯 
论 远 远 未 能 完成 它 的 最 初 目标 。 战 后 随 着 模型 论 和 
递归 论 乃 至 六 十 年 代 以 来 公理 集合 论 的 发 展 ， 证 明 
论 一 直 进 展 不 大 。 

五 十 年 代 中 。 日 本 数学 家 从 内 外 虽 《1926 一 
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等 人 开始 对 于 实数 理论 (或 数学 分 析 ) 的 无 矛盾 性 
进行 探索 。 因 为 实数 一 开始 就 同 有 理 数 的 无 穷 集 合 
有 关 ,.: 描述 它 的 语言 用 一 阶 谓词 演 算 就 不 够 了 ， 所 
以 第 一 一 罗 就 要 先 把 芥 守 的 工作 推广 到 高 阶 调 词 注 工 
纪 去 . > 
1967 年 ， 日 本 年 畔 对 学 家 高 本 元 男 用 间 构 迁 的 
方法 证 明 ， 单 纯 类 型 论 春 也 可 以 消去 三 段 论 法 。 由 
此 可 以 推出 数学 分 析 子 系统 的 无 矛盾 性 。 但 是 ， 由 
于 证 明 丰 是 构造 的 ， 数 学 分 析 的 无 下 导 作 亚 今 们 然 
有 符 解 决 。 i 
-上 龙 布 朗 及 甘 学 的 结果 ， 昌 然 不 可 能 党 成 项 尔 人 
特 计划 的 最 初 目标 ， 但 是 由 于 其 有 限 性 、 可 构造 性 
的 特点 ， 现在 已 站 这 地 应 用 于 机 袜 化 证 明 ， 成 为 这 
门 学 科 的 理论 基础 。 
证 明 论 的 方法 对 于 数理 逻辑 本 身 有 很 大 的 推 
动 。 特 别 是 得 出 新 的 不 可 判定 命题 。 最 近 ， 英 国 年 
轻 数学 家 巴黎 斯 (JParis。) 等 人 有 了 一 项 惊人 的 
发 现 。 他 们 发 现 了 一 个 在 皮 亚 诺 算术 中 上 既 不 能 证 明 
也 不 能 否 证 的 纯粹 组 合 问题 。 这 不 仅 给 哥 德 尔 不 完 
全 性 定理 一 个 具体 的 实例 > :和 而且 使 人 怀疑 要 解决 许 
多 至 今 尚 未 解决 的 数论 难题 ， 可 能 是 白费 力气 。 这 
无 疑 开辟 了 证 明 论 一 个 完全 新 的 方 同 。 - 
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9-2 递 归 论 , 
递归 论 讨论 的 是 从 形式 寺 刻 划一 个 运算 或 一 个 
进程 的 能 行 性 这 种 直观 的 观念 ， 也 就 是 从 原 则 上 
讲 ， 它 们 能 机 械 地 进行 而 产生 一 个 确定 的 结果 。.- 
能 行 的 ( effectif ) 这 个 概念 含有 可 具体 实现 
的 、 有 效 的 、 有 实效 的 等 等 意思 。 法 国 数学 家 保 莱 
尔 首 先 在 1898 年 他 的 函数 论 教科 书 中 引 进 了 这 个 
词 。 他 把 数学 的 对 象 局 限于 能 行 的 对 象 , “这 种 主张 
实际 上 就 是 “法 国 经 验 主义 ”。 因 为 函数 论 主要 讨 
论 集合 、 王 数 、 积 分 等 等 。 从 这 种 观点 产生 出 描述 
集合 论 ， 拜 尔 函 数 等 概念 。 
递归 论 中 所 讨论 的 函数 是 比较 简单 的 。 它 讨论 
有 效 可 计算 的 函数 ， 也 就 是 递归 函数 。 递 归 函 数 在 
历史 上 曾 从 不 同 角度 提出 来 ， 后 来 证 明 它们 都 是 等 
价 的 。 
1931 年 秋天 ， 丘 奇 在 普 林 斯 顷 开 了 -一 门 逻辑 
课 。 克 林 和 罗 塞 尔 当 时 作为 学 生 记 了 笔记 。 丘 奇 在 
讲课 中 引进 他 的 系统 ， 并 且 在 其 中 定义 自然 数 。 这 
就 很 自然 引起 一 个 问题 ， 在 丘 奇 系 统 中 如 何 发 展 一- 
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个 自然 数理 论 。 于 是 克 林 开 始 进行 研究 ， 结 果 克 林 
壬 奇 得 到 一 类 可 计算 的 函数 ， 他 们 称 之 为 可 定 
义 函 数 。 

1934 年 者 天 ， 哥 德尔 在 普林斯顿 做 了 一 系列 讲 
演 ( 克 林 和 罗 塞 尔 记 了 笔记 ) 。 在 讲演 中 ， 哥 德尔 
引进 了 田 外 一 套 可 以 精确 定义 的 可 计算 函数 类 ， 他 
称 为 一 般 递归 函数 。 据 他 讲 ， 他 是 受 了 厄 布朗 的 启 
发 得 到 的 。 

这 时 自然 出 现 了 一 个 间 题 。 一 般 递 归 函 数 类 是 
否 包 括 所 有 能 行 可 计算 的 数 ， 它 是 否 与 克 林 与 
奇 研究 的 和 A 可 定义 函数 类 重合 

1934 年 春 末 ， 丘 奇 和 哥 德 尔 讨论 _- 般 递归 函数 
问题 。 结 果 丘 奇 明 确 提出 他 的 “论点 ” ， 所 有 直觉 
上 可 看 成 能 行 可 计算 函数 都 是 可 定义 函数 ， 于 是 
丘 奇 花 了 好 几 个 月 反复 思考 。 当 时 克 林 表 示 怀 疑 ， 
他 认为 这 论点 不 太 可 能 是 对 的 ， 他 想 如 果 从 和 可 定 
义 函 数 类 用 对 角 化 方法 可 以 得 出 另外 一 个 能 行 可 计 
算 函 数 ， 那 么 它 就 不 是 和 可 定义 的 。 但 他 又 想到 这 
事 行 不 通 。 不 久之 后 ， 丘 奇 和 克 林 在 1936 年 分 别 发 
表 论 文 ， 证 明和 可 定义 函数 类 正好 就 是 一 般 递归 函 
数 类 。. 有 了 这 个 有 力 的 证 据 ， 丘 奇 于 是 公开 发 表 他 
扒 《 论 成 ”。 - 
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也 是 在 1936 年 ， 英 国 年 轻 数学 家 图 林 发 表 了 另 
外 一 篇 重要 文章 ， 这 标志 着 所 谓 图 林 机 的 产生 。 在 
这 篇 文章 中 ，、 图 林 也 定义 了 一 类 可 计算 函数 ， 也 就 
是 用 图 林 机 可 以 计算 的 函数 。 同 时 ， 他 也 提出 他 的 
一 个 论点 ，“ 能 行 可 计算 的 函数 ”与 “用 图 林 机 可 
计算 的 函数 ”是 一 回 事 。1937 年 图 林 证 明了 用 图 林 
机 可 计算 的 函数 类 与 可 定义 函数 类 是 一 致 的 。 当 
然 ， 也 就 和 一 般 递 归 函 数 类 相 重合 。 这 样 一 来 ，. 乓 
奇 的 论点 与 图 林 的 论点 就 是 一 回 事 。 当 时 许多 人 对 
于 丘 奇 的 论点 表示 怀疑 ， 由 于 图 林 的 思想 表述 得 如 
此 清楚 ， 从 而 消除 了 许多 人 的 疑虑 。 哥 德尔 就 是 其 
中 一 位 。 从 这 时 起 大 家 对 于 丘 奇 一 图 林 论 点 一 一 般 都 
抱 支 持 的 态度 。 

与 图 林 同 时 ， 美 国 数学 家 波斯 特 也 发 表 了 一 篇 
文章 ， 类 似 于 图 林 的 可 计算 函数 ， 他 的 文章 过 于 简 
短 ， 一 直到 1943 年 波斯 特 才 发 表 了 第 四 个 表述 。 纤 
果 证 明 他 的 与 别人 的 也 都 一 样 。 

递归 的 概念 并 不 难 理解 。 它 就 是 由 前 面 的 结 
可 以 递 推 得 到 后 面 的 结果 。 我 们 考虑 自然 数 集合 N 
到 自然 数 集合 NN 的 函数 ， 那么 递归 函数 fC 11) 可 以 
定义 为 ， z i 和 


ff(0)=a 

f(n’)=b(n, fi(n)) 
其 中 b(x。，y7) 是 固定 的 二 元 函数， a 是 固定 的 闻 ， 
n 表示 1 的 后 继 ， 对 自然 数 来 讲 ， 就 是 n 1。 .这样 
知道 {(0)。， 可 得 {(1)。， 知 道 {(1) 可 得 {(2)*。， 依 此 类 
推 1(0)，f《1)，f(2)、… 都 可 以 一 步 一 步 具 体 算 出 
汪 。 经 过 奖 似 的 代 澳 及 递归 的 函数 称 为 原始 洲 归 轿 
数 。 - 
于 德尔 等 人 引进 的 实际 上 是 一 般 递 委 画 数 ， 一 一 
上 省 归 函 数 部 可 以 由 原始 过 归 本 数 策 出 来。 它 的 定 
义 是 : 

pm wy NT) =Hy Lt, se, nrsy 了》 

= 0) ) 其 中 Ca ……， nr，m ) 都 是 原始 递 
归 函 数 ，h 表 示 极 小 算 子 。 对 每 组 09,，…， nr 
(nl……， nr，7 ) =0 有 解 y， 7 表示 取 解 中 最 


通过 递归 函数 可 以 定义 递归 论 中 两 个 重要 梳 


一 个 正 整 数 集合 称 为 递归 可 枚 举 的 ， 如 果 存 在 
一 个 递归 函数 f(z)， 它 只 有 一 个 正 整数 变 元 ， 取 值 
也 是 一 个 正 整数 值 ， 使 {(1)，f(2)，f(3)，… 构 成 
这 个 给 定 的 集合 ， 例 如 : 
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(Ca) i, 27, 32, 
(Cb)1, 2, 21+?, 21+2+2 | 
都 是 递归 可 枚 举 集合 。 显 然 (ay) 可用 x? 这 个 浊 
归 函 浆 来 枚 举 的 ， (hb ) 要 复杂 一 
加 另 一个 复 条 一些 的 概念 称 为 递归 集合 5， 它 的 - 
定义 是 存在 一 各 能 行 的 砂 法 来 判断 任何 正 整数 : an 是 
否 属于 $. . | 

正 整 数 集合 是 递归 的 当 且 仅 当 它 与 它 在 N 由 的 | 
补 集 都 是 递归 可 枚 带 的 。 人 和 任何 无 穷 递 归 可 枚 举 集 都 
包含 一 个 无 穷 递 归 集 。 但 是 。x 下 在 下 整数 的 过 办 可 
枚 举 集 而 不 是 递归 集 。 和 

于 是 波斯 特 提出 问题 ; 是 否 在 在 两 个 递归 可 术 
举 但 是 非 递 归 的 集合 ， 使 得 第 一 个 集合 相对 于 第 二 
个 是 递归 的 ， 但 第 二 个 相对 于 第 一 个 却 不 是 递 归 
的 。 一 直到 十 二 年 后 的 1956 年 ， 苏 联 人 穆 其 尼克 
《A.A。MysawKi934 一 )》 及 美 国人 缮 里 德 伯 格 
(Richard Frielberg, 1935 一 才 独 立地 肯 定 地 
解决 了 这 个 问题 。 

”苏联 数学 家 马尔 科 夫 在 1947 年 发 家 < 算法 论 >， 
首先 明确 提出 算法 的 概念 。 和 但 是 它 同 以 前 定义 的 递 
归 肖 数 导 可 计算 函数 的 计算 过 程 都 是 等 价 的 。 这 几 
个 定义 表面 上 很 不 相同 :并 春 着 十 分 不 同 的 逻辑 出 
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发 点 ， 却 全 都 证 明 是 等 价 的 。 这 件 事 看 来 决 非 巧 
合 。 它 表明 ， 所 有 这 些 定义 都 是 同一 个 概念 ， 而 且 
这 个 概念 是 自然 的 ， 基 本 的 、 有 用 的 。 这 就 是 “ 算 
法 ”概念 的 精确 的 数学 定义 。 大 家 都 接受 了 这 个 定 
义 之 后 ， 判 定 问题 从 我 们 平时 直观 的 概念 也 上 升 为 
精 祖 的 数学 概念 ， 判 定 问题 也 成 为 一 门 数理 逐 辑 的 
重要 分 支 了 。 从 这 时 起 ， 判 定 问题 有 突飞猛进 的 发 
展 。 | . : 

判定 问题 有 了 精确 的 数学 表述 之 后 ， 立 即 在 数 
学 基础 乃至 整个 数学 中 产生 了 巨大 的 影响 。 因 为 这 
时 一 些 不 可 判定 命题 的 出 现 ， 标 志 着 在 数学 历史 上 
人 们 第 一 次 认识 到 ， 有 一 些 问 题 不 可 能 找到 算 法 
解 。 在 过 去 ， 人 们 一 直 模 模糊 糊 地 觉得 ， 任 何 一 个 
精确 表述 的 数学 问题 ， 总 可 以 通过 有 限 步骤 来 判定 
它 是 对 还 是 错 ， 是 有 解 还 是 没有 解 。 找 到 不 可 判定 
问题 再 一 次 说 明 用 有 限 过 程 对 付 无 穷 的 局 限 性 ， 它 
从 另外 一 个 角度 反映 了 数学 的 内 在 硒 有 了 矛盾 。 

怎样 得 到 这 些 结果 的 呢 ? 乒 奇 的 论 点 发 表 之 
后 ， 不 难看 出 存在 不 可 计算 的 函数 ， 也 就 是 非 一 般 
递归 的 函数 。 因 浪 拟 有 可 能 不 同 的 算法 共有 可 数 无 
穷 多 ( 粗浅 来 讲 ， 算 法 都 是 用 有 限 多 个 字 来 描述 
的 ) ， 可 是 所 有 数论 函数 的 集合 却 是 不 可 数 的 。 
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不 过 ， 头 一 个 明显 的 不 可 判定 的 结果 是 1936 年 
丘 奇 得 到 的 。 他 首先 得 到 与 可 定义 性 有 关 的 不 可 
判定 结果 。 然 后 ， 他 把 这 个 结果 应 用 到 形式 系统 的 
判定 问题 上 ， 特 别 他 证 明 ， 形式 化 的 一 阶 数论 NN 是 
不 可 判定 的 。 也 是 在 1936 年 ， 丘 奇 证 明 纯 粹 的 谓词 
六 算 也 是 不 可 判定 的 。 

当时 大 家 的 反应 是 ， 这 种 不 完全 性 的 范围 到 底 
有 多 广 ? 

甚至 于 象 丘 奇 这 样 的 数学 家 ， 也 想 找到 一 条 出 
路 能 避 开 到 德尔 的 结果 。 化 如 说 ， 可 以 采用 同 哥 德 
尔 所 用 的 系统 完全 不 同 的 其 他 的 特殊 系统 。- 

-一 且 算 污 的 精确 定义 和 丘 奇 论点 出 现 之 后 ， 大 
家 就 认识 到 躲 不 过 哥 德 尔 不 完全 性 定理 的 影响 ， 可 
计算 性 和 不 完全 性 这 两 个 概 全 是 生 密 联系 在 一 起 
和 的。 . 


实际 上 克 林 在 1936 年 证 明了 《 作为 丘 霖 论 点 的 
应 用 ) 甚至 在 能 够 能 行 地 认 出 公理 和 证 明 的 形式 系 
入 局 ， 轴 入 外 的 害 理 仍然 成立 。 消 到 量词 广 法 对 次 
多 理论 行 

的 网 是 同 题 是 让 国 技 册 个 能生 罗 且 机 
通过 这 个 步骤 可 以 决定 什么 东西 具有 某 种 指定 的 元 
数学 特征 。 
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在 纯粹 逻辑 演算 的 元 理论 中 ， 有 最 明显 的 一 类 
判定 问题 ， 对 于 给 定 的 演算 和 给 定 类 的 公式 ， 求 出 
一 个 步骤， 能 够 在 有 限 多 步 内 判定 这 类 的 任何 特殊 
公式 是 否 可 以 形式 地 推导 出 来 。 有些 情形 ， 问 题 已 
经 得 到 肯定 的 解决 7 在 另外 一 些 情形 ， 答 案 是 否定 
的 ， 可 以 证 明 不 存在 这 样 一 个 步骤 。 这 种 否定 的 证 
明 ， 特 别 对 于 数学 理论 ， 很 大 程度 上 依赖 于 递 归 
论 。 | 
最 早 明确 提出 的 数学 判定 问题 是 希 尔 伯 特 第 
十 问题 。 他 在 1900 年 国际 数学 家 大 会 上 上 提出 了 著名 : 
的 二 十 三 个 问题 ， 其 申 第 十 从 问题 是 : 给 定 一 个 有 
任意 多 未 知 数 的 : 系数 为 在 理 整数 的 丢 番 图 方程 ， 
设计 一 个 步 又 ， 通 过 它 可 以 经 有 限 步 运算 判定 该 方 
程 是 否 有 有 理 整数 解 。 这 个 到 1970 年 才 被 否定 解 来 
的 问题 不 仅 解决 了 一 个 重大 问题 ， 而 且 解 决 问题 过 
程 中 所 得 到 的 工具 和 结果 对 数理 逻辑 和 数学 发 展 有 
着 极 大 影响 ， 比 如 表示 素数 的 多 项 式 。 尤 其 与 整个 
数理 逻辑 有 关 的 是 得 出 了 一 个 更 确切 的 哥 德 尔 不 完 
全 性 定理 。 oo 

哥 德 尔 不 完全 性 定理 ， 设 A 是 一 个 公理 系统 ， 
其 语言 由 数学 符号 9，《 表示 后 继 )，+，。， 过 
组 成 ， 且 满足 站 


1#1 


《1) 人 是 协调 的 
《2 ) 人 是 递归 可 枚 举 的 
《3 ) A 充分 强 足以 证 明 形 如 
z a+B=Yy 
ao» B=Y 
c < 
的 任何 真 命 题 ， 其 中 a 8B，Y 了 到 自 0，0 ，0” 
则 我 们 能 造 出 不 对 应 于 A 的 委 厦 图 方程 -下 
《xi Xf. 》=:0， 使 得 =0 没 有 目 然 数 解 。 但 
是 我 们 从 A 不 能 推导 出 - z 
TC xa xr ) CEC x1, wxr) =0) 
“ 兴 正 好说 明 ， 儿 时 人 的 “ 理 是 数论 中 的 有 全 
题 、 那么 A 是 不 完全 的 。 i 
”现在 我 们 来 看 希 尔 伯 特 第 十 问题 ， 为 了 清楚 起 
见 , :我 们 考虑 多 项 式 方程 ， 看 友 一 般 的 多 项 式 于 和 普 
后 方程 的 次 数 和 来 证 元 的 数 月 是否 可 以 降低 。 
938 年 斯 科 闪 坦 证 明 ， 插 何 委 硕 图 方程 的 次 
可 约 化 成 次 数 生 4 的 方程 。 
1974 年 马 蒂 亚 谢 维 奇 ( MaTHHCeBHY) 和 
罗 滨 逊 5J。 Robinson, 1919 一 ) 证 明 未 定 元 的 数 
由 可 约 化 成 才 [3。 z 
于 齐 次 广 各 ， 林 条 福 《 Adler ) 在 1971 年 
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明 ， 任 何 齐 次 方程 可 以 能 行 地 约 化 为 二 次 齐 次 方程 
组 ， 从 而 等 价 于 一 个 四 次 齐 次 方程 。 

对 于 一 次 方程 时 就 有 具体 方法 解 于 外 图 方 程 
了 。 对 于 任意 多 未 定 元 的 二 次 方程 ，1972 年 西 格 尔 
也 找到 一 个 算法 。 四 次 方程 不 能 判定 ， 三 次 方程 沿 
不 知道 。 

解决 丢 番 图 方程 解 是 否 存在 的 判定 问题 的 方法 
是 引进 丢 番 图 集 。 我 们 把 丢 锁 图 方程 的 变 元 分 成 两 
组 {ar，…，an} 和 {ts …un, 为 了 简单 起 
见 ， 可 取 m = 1， 我 们 称 一 个 自然 数 集合 5 是 丢 恬 图 
合 ， 如 果 存 在 丢 番 图 方程 P(ay，ui，…，uay) 
=0， 使 得 a ES 当 有 生 仅 当 P (a, ur un =0 


有 一 组 解 。 每 个 丢 番 图 集合 是 递 吧 可 枚 举 集 。1976 


年 ， 劳 联 大 学 上 生 蕊 匡 亚 谢 维 奋 证 明了 每 个 递归 可 要 
举 集 也 是 妥 赫 图 集合 。 这 样 一 来 ， 由 于 存在 不 可 判 


定 的 递归 可 枚 举 集 ， 所 以 存在 一 些 特 殊 的 丑 兰 图 并 
程 P， 使 得 对 任何 a 关 于 了 是 否 有 解 的 判定 问题 不 可 


解 。 当 然 对 一 般 丢 器 图 方程 的 判定 问题 就 更 不 可 解 
了 。 


另 一 个 判定 问题 是 半 群 和 群 论 中 字 的 问题 ， 半 


” 群 问题 是 挪威 数学 家 图 埃 (A，1hue，1863--1922) 
车 1907 年 首先 提出 来 的 .问题 是 对 于 一 个 半 属 ,好 中 


4 
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给 定 它 的 有 限 多 生成 元 和 有 限 多 关系 ， 那 么 能 否 找 
到 一 个 方法 来 判定 任何 一 个 特殊 的 字 是 否 等 于 单位 
元 素 。1947 年 波斯 特 否定 地 解决 了 这 个 问题 。 群 论 
中 字 的 问题 更 为 重要 。 它 是 在 1911 年 由 德 思 (M。 
Dehn 1878 一 1952 ) 首先 研 究 的 ， 一 直到 1955 年 
才 由 苏联 数学 家 诺 维 科 夫 (Tl。C。Hosukos 1901 
一 1976 ) 否定 解决 。 这 些 结果 给 数学 家 指引 了 新 的 
方向 ， 不 要 妄图 去 解决 一 大 类 问题 。 不 过 对 于 更 罕 
的 一 类 的 对 象 比 如 一 类 特殊 的 群 ， 群 的 字 的 问题 是 
可 解 的 。 


5-3 模 型 论 


模型 论 是 数理 逻辑 的 一 个 分 赤 。 衬 论 形式 语 计 
与 其 解释 或 者 模型 之 间 的 关系 。 如 语言 是 一 阶 谓 词 
逻辑 ， 则 这 种 模型 论 就 称 为 “古典 模型 论 ” 。 最 简 
单 的 模型 是 数学 中 的 一 些 结构 ,例如 ，5 阶 循环 群 ， 
有 理 数 域 ， 以 及 所 有 按照 包含 关系 所 形成 的 偏 序 结 
构 由 整数 构成 的 集合 等 等 。 在 数学 里 我 们 直接 研究 
这 类 模型 ， 而 不 管 形式 语言 。 这 个 理论 可 以 说 是 泛 
代数 ( 当然 也 包含 通常 代数 中 的 群 论 、 环 论 、 域 论 
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等 等 ) 。 它 们 研究 同 态 、 同 构 , 子 结构 、 直 积 等 等 。 
可 是 关于 这 些 模 型 的 性 质 ， 都 要 表示 成 为 语言 。 反 
过 来 ， 一 个 语句 可 以 真 也 可 以 假 ， 看 你 是 说 哪 一 个 
模型 。 比 如 “ 群 中 任何 两 元 素 的 乘法 满足 交换 律 
这 个 语句 ， 对 于 5 阶 循环 群 这 个 结构 来 讲 是 真 的 y 
对 于 正二 十 面体 群 这 个 结构 来 讲 就 是 假 的 。 合 语句 
q 为 真 的 结构 A 也 就 是 给 语句 一 个 具体 表现 或 者 具 
体 解释 ,因此 我 们 就 把 A 称 为 中 的 模型 ,用 记号 AF 
表示 。 同 样 ， 我 们 也 可 以 说 一 组 语句 ( 称 为 理论 ) 
”三 的 模型 。 
这 样 看 ， 模 型 论 和 代数 学 是 有 区 别 的 ， 有 人 把 
”模型 论 看 成 是 逻辑 加 上 泛 代数 ， 这 也 是 十 分 形象 
的 。 模 型 论 一 定 要 明显 地 涉及 语句 ， 并 且 以 语句 为 
出 发 点 ， 这 是 它 同 一 般 代 数学 有 区 别 的 地 方 。 另 外 
模型 论 的 语言 是 形式 语言 ， 它 与 模型 的 关系 是 语法 
和 语义 的 关系 。 对 于 形式 语言 ， 我 们 只 是 按照 一 定 
的 规则 《 文法 规则 ) 去 造 出 一 些 语句 ， 至 于 这 些 语 
名 含义 如 何 ， 是 真是 假 ， 就 不 是 语法 所 能 管 得 了 
的 。 语 法 只 考虑 形式 的 结构 ， 比 如 构成 语句 的 符号 
些 ， 符 号 之 间 的 关系 如 何 〈 谁 在 谁 的 前 面 而 不 - 
能 在 后 面 ) 等 等 ， 而 语义 则 提供 解释 或 者 意义 ， 只 
有 意义 才能 确认 语句 的 真 假 ( 除了 重 言 式 或 恒 真 语 
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句 或 同 语 反 复 之 外 )。 因 此 
可 以 说 ， 模 型 论 是 研究 形 
式 语言 的 语法 和 庄 义 之 间 
关系 的 学 科 。 

在 数学 中 ， 我 们 对 模型 . 
还 不 是 很 陌生 ， 在 非 哆 几何 
中 就 是 靠 引 进 模 型 才 论 证 了 
非 吹 几何 公理 系统 是 不 矛盾 . 
的 
”但 一 直到 1950 年 左右 ， 
模型 论 才 正式 成 为 一 门 新 学 
科 。 主 要 标志 是 1949 年 亭 肯 
(LeHenkin，1921 一 ) 发 表 
的 完全 性 定理 的 新 证 明 , 1950 | 
年 国际 数学 家 大 会 上 塔 尔 斯 基 
与 罗 滨 还 (A 。Robinson 1918 z 
一 1974) 的 报告 以 及 1951 年 罗 滨 。” 图 10A, 塔 尔 斯 基 : 
还 * 代数 的 元 数学 ， 的 发 表 。 《1902 一 1983) 

自 此 之 后 ， 模 型 论 大 致 可 分 为 两 条 路 线 ， 一 条 
是 美国 西海 岸 的 斯 科 兰 姆 一 塔 尔 斯 基 路 线 ， 他 们 从 - 
”四 十 年 代 起 就 由 数论 、 分 析 、 集 合 论 的 问 题 所 推 
动 ， 强 调研 究 一 阶 逻 辑 所 有 公式 的 集合 模型 。 另 一 
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条 是 美国 东海 岸 的 罗 滨 逊 路 线 ， 他 们 的 问题 由 抽 
象 代表 的 问题 所 推动 ， 它 强调 无 量词 公式 集 与 存在 
公式 集 。 关 于 两 块 量词 的 理论 很 多 ( 即 一 块 V 一 块 
 ) 。 它 们 有 许多 应 用 。 罗 滨 逊 主要 用 于 域 论 。 苏 
联 马力 茨 夫 ( A。 开 。MaAsues，1909 一 1967 ) 等 
人 主要 用 于 群 论 。- 

”属于 纯 称 模型 论 主题 的 最 早 的 定理 有 两 个 ， 一 

是 罗 文 汉 姆 的 定理 。 他 在 1915 年 证 明 每 一 组 有 限 
多 公理 如 果 有 模型 的 话 ， 划 它 也 有 -个 可 数 并 型 
1920 年 斯 科 兰 姆 把 这 个 定理 推广 到 有 可 数 个 公理 的 
情形 。 另 一 个 定理 是 紧 性 定理 ， 如 一 组 语句 T 每 个 
有 限 字 集 都 有 模型 ， 则 也 有 一 个 模型 。 

三 十 年 代 哥 德尔 对 可 数 语言 证 明 紧 性 定理 。 
1936 年 苏联 马力 茨 夫 推广 到 不 可 数 语 言 。 紧 性 定理 
在 代数 学 方面 有 许多 应 用 。 

这 两 个 定理 都 肯定 某 种 模型 的 存在 性 ， 特 别 是 
罗 文 汉 姆 一 斯 科 兰 姆 定理 及 紧 性 定理 指出 有 想不到 
的 特别 大 的 模型 存在 。 最 明显 的 就 是 自然 数 集合 N 
的 皮 亚 诺 公理 〈 其 中 归纳 公理 加 以 改变 ) 不 仅 有 通 
常 自然 集 N 为 其 标准 模型 ( 即 包括 可 数 多 个 元 素 ) ， 
还 有 包括 不 可 数 多 个 元 素 的 模型 ， 这 就 是 所 谓 非 标 
准 算术 模型 。 第 一 个 非 标准 算术 模型 是 由 斯 科 兰 姆 
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在 1934 年 首先 造 出 的 。 这 两 个 定 吾 的 证 明 都 依赖 于 
造 模型 的 方法 。 
模型 论 中 常用 的 构造 模型 方法 与 工具 有 : 
1、 初 等 链 方法 
2、 图 式 
3、 紧 性 定理 
4、 下 行 罗 文海 姆 -斯 科 兰 姆 定理 
5、 和 省 栈 类 型 定理 
6、 力 迫 法 
7、 超 积 
8、 章 性 集合 
这 些 方法 都 是 相当 专门 的 。 
图 式 方法 是 享 金 及 罗 滨 还 普 创 的 。 它 有 许多 用 
处 ， 不 仅 能 证 明 紧 性 定理 、 罗 文 汉 姆 二 斯 科 兰 姆 定 
理 、 哥 德尔 完全 性 定理 等 等 ， 而 且 得 出 许多 新 定 
理 ， | 和 
”如 克 圭 格 ( Craig ) 内 播 定理 (1957 ) 。 令 中 
瞩 中 表示 q 的 每 个 模型 均 为 4 的 模型 ， 则 存在 语句 9， 
使 pg 睹 9，90 上 中 。 
林 登 (RR，Lyndon，1917 一 ) 同 态 定理 (19 
59 ) 。 显 然 0 的 模型 的 同 构 象 也 是 9 的 模型 。 那么 
同 态 象 呢 ? 林 登 定理 说 ， 牛 保持 同 态 象 当 且 权 当 存 
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在 不 含 否定 记号 的 “肯定 ?语句 中， 由 与 中 具有 相 
同 的 模型 。 例 如 群 论 、 环 论 、 域 论 在 同 态 象 之 下 仍 
是 群 论 、 环 论 、 域 论 ， 因 为 它们 的 公理 都 是 不 含 -] 
的 “ 表 定 ”语句 。 

另外 一 个 有 趣 的 定理 是 关于 完全 理论 的 。 一 个 
理论 下 称 为 完全 的 ， 各 果 存在 有 模型 人 ,使 在 A 中 为 
真 的 所 有 语句 的 集合 Th(A) 正 好 等 于 。 那 么 
和 理论 有 多 少 个 不 同 的 可 数 模 型 呢 ? 有 的 完全 理论 
只 有 一 个 可 数 模 型 ( 无 原子 的 布尔 代数 ) ， 有 的 完 
全 理论 有 可 数 无 穷 多 个 可 数 模型 ( 代数 封闭 域 )， 
有 的 有 不 可 数 多 个 模型 ( 实 闭 域 ) ， 还 有 人 证 明 
对 n 之 3, 都 有 正好 an 个 可 数 模型 。 是 否 有 正好 两 个 
可 数 模 型 的 完全 理论 呢 ? 沃 特 (R.。L。 Vaught, 
1926 一 ) 在 1959 年 证 明 : 没有 1 

初等 链 是 塔 尔 斯 基 及 沃 特 在 1957 年 提出 的 。 超 
积 是 最 常用 的 构造 模型 的 方法 ， 超 积 和 超 千 的 用 处 
表现 在 同 构 定理 上 ， 两 个 模型 A，B、 初 等 等 价 当 
且 仅 当 其 超 积 同 构 。 其 一 般 情形 是 全 拉 在 1971 年 证 
明 的 。 
超 筹 另 一 个 很 大 的 用 处 是 构造 非 标 准 分 析 的 模 
型 。、 | 加 

对 于 数学 理论 最 重要 的 事 是 公理 化 。 在 模型 论 
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中 ， 对 于 -- 类 结构 发， 一 组 语句 如 果 等 价 于 Th(K) 
则 是 区 的 一 组 公理 。 公 理 数目 可 以 有 限 多 ， 称 为 有 
限 可 公理 化 的 理论 。 这 类 理论 有 ， 群 、 交 换 群 、 
环 、 整 域 、 域 、 特 征 p 的 域 -(p 固 定 )、 有 序 域 、 
全 序 集 。 格 、 布 尔 代 数 ， 贝 纳 斯 一 哥 德 尔 集 合 论 等 
等 。 许 多 重要 理论 是 不 能 有 限 公理 化 的 ,其 中 一 部 分 
是 递归 可 公理 化 的 。 如 可 分 群 、 无 找 群 、 特 征 0 的 
域 , 代 数 封闭 域 . 实 封 闭 域 、 有 限 域 、 尤 其 重要 的 是 
庆 亚 湛 算术 和 ZF 集合 论 。 而 有 限 群 论 甚 至 连 递归 
可 公理 化 都 不 行 。 

.一 个 理论 是 递归 可 公 \ 理 化 的 充分 必要 条 件 是 : 
它 的 所 有 推论 集合 是 递归 可 枚 举 的 。 通 常 它 不 一 定 
是 递归 的 ， 如 果 是 递归 的 ， 则 称 为 可 判定 的 。 可 以 
证 明 , 每 个 完全 的 ,递归 可 公理 化 理论 是 可 判定 的 。 
因此 利用 模型 论 的 有 力 工具 可 以 得 出 判定 理论 的 一 
些 结果 ， 如 早 在 1948 年 塔 尔 斯 基 等 人 证 明 ， 实 闭 域 
理论 ( 见 78 页 ) 是 完全 的 ， 因 此 是 可 判定 的 。 

“， 星 在 十 九 世 纪 ， 数学 家 利用 造 模型 的 方法 来 表 
” 定 非 哆 几何 的 真实 性 ， 他 们 造 过 许多 模型 ， 但 这 些 
模型 本 质 上 没有 区 别 ， 也 就 是 “ 同 构 ”。 在 二 十 世 
纪 初 ， 数 学 家 一 般 认 为 ， 一 个 理论 的 模型 都 是 同 构 
的 ， 如 自然 数理 论 就 是 皮 亚 诺 公理 所 刻 划 的 一 种 。 
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但 是 这 种 想法 很 快 就 由 于 自然 数 非 标准 模型 的 存在 
而 被 打破 。 所 以 在 模型 论 当 中 引进 重要 的 概念 一 一 
范畴 性 。 一 个 理论 或 一 组 公式 如 果 其 所 有 模型 均 同 
构 ， 它 就 称 为 范畴 的 。 实 际 上 ， 这 对 于 形式 系统 
(或 公理 系统 ) 是 仅 次 于 协调 性 〈 无 矛盾 性 )、 完 
全 性 、 独 立 性 之 后 的 第 四 个 重要 要 求 。 但 是 ， 这 个 
要 求实 在 太 强 了 。 实 际 上 ， 只 要 一 个 理论 有 一 个 无 
穷 模型 ， 那 么 它 就 不 是 范畴 的 。 所 以 我 们 把 范畴 性 
的 要 求 降 低 ， 降 为 慌 范畴 人 性， 也 就 是 对 于 某 一 基数 
K， 所 有 基数 为 K 的 模型 都 同 构 。 满 足 这 个 条 件 的 
例子 有 不 少 ， 如 特征 为 0 的 代数 封闭 域 ( 如 复数 
域 ) 的 公理 系统 是 o1 范 畴 的 ， 没 有 端点 的 稠密 全 
序 集 〈 如 0，1 之 间 的 有 理 数 ) 的 公理 系 统 是 @ 范 
畴 的 。 于 是 ， 沃 斯 狂想， 如 果 对 于 某 个 基数 K，K ， 
> |L 1 ( |]L | 为 语言 的 基数 ) ， 某 理论 厂 是 K 
范畴 的 ， 则 对 于 所 有 的 K> | L | ， 读 理论 厂 .也 是 
K 范畴 的 。 莫 莱 (M。Morley，1930 一 ) 对 于 最 
常用 的 1L 上 = w。。 情 形 证 明了 这 个 猜想， 后 来 使 
拉 对 于 一 般 情 形 给 出 了 证 明 。 : : 

对 于 不 同 构 模型 ， 在 二 十 年 代 形成 了 “分 类 理 
论 ” 的 重要 分 支 。 其 中 首先 研究 如 果 一 个 理论 不 是 
K 范 畴 的 ， 那 到 底 有 多 少 种 基数 为 K 的 模 型 。 另 外 
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对 于 玫 范 畴 的 理论 ， 基 数 为 |L| 的 模型 数目 有 几 种 
可 能 ? 这 方面 最 基本 的 情形 是 ;如 果 L_ 为 三 的 封闭 公 
式 集 ，|Li = ov, 且 厂 是 :范畴 的 ， 则 所 有 基数 为 o。 | 
的 模型 或 者 都 同 构 ， 或 者 具有 oo 个 不 同 构 的 模型 ， 
也 就 是 ， 不 可 能 有 有 限 多 个 不 同 构 的 模型 。 

”模型 论 给 数学 带 来 许多 新 结果 ，、 我 们 大 致 可 以 
分 成 三 大 部 分 ， 在 代数 方面 的 应 用 ， 主 要 是 在 群 论 
和 域 论 方面 ， 在 分 析 方 面 的 应 用 ， 主 要 是 非 标准 分 
析 ， 在 拓 伯 学、 代数 几何 学 方面 的 应 用 ， 主 要 是 折 
村 斯 理论 。 4 

_ 神 型 论 在 代数 学 中 最 早 的 应 用 是 量词 的 消去 ， 
旱 在 三 十 年 代 ， 由 此 得 到 了 整数 加 法 群 的 判定 步 
又 ， 塔 尔 斯 基 得 到 实数 的 可 定义 集 和 实数 域 的 判定 
步 绝 。 ， | 

1965 年 以 后 ， 数 理 逻 辑 的 发 展 逐 步 影响 到 数学 
本 身 而 重新 引起 数学 家 的 注意 。 特 别 是 集合 论 与 模 
型 论 的 结果 不 断 冲击 数学 本 身 。 模 型 论 在 解决 代数 
问题 方面 显示 巨大 威力 ， 特 别 是 艾 柯 斯 CJ。 有 7 
及 柯 展 (kochen,1934 一 一 ) 解 决 了 著名 的 阿 廷 (E， 
Artin,1898 一 1962 ) 猜想 。 这 个 问题 使 代数 学 家 为 
难 了 几 十 年 。 这 个 定理 说 。 “在 p-adic 域 上 ， 对 于 
所 有 整数 d>>o， 存 在 素数 的 有 限 集 合 E(d)， 使 得 
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如 果 素 数 P 了 Pg E(d), 则 所 有 齐 次 多 项 式 f EQptx,， 
…，Xn)， n>>d?*, 在 Q"p 中 均 有 一 个 非 平凡 零点 。 
阿 廷 原来 狂想 E(d) 是 空 集 。 这 个 证 明 表 了 明 ，“ 例 
外 素数 ” (下 (d) ) 是 不 可 避免 的 。 

非 标 准 分 析 是 罗 滨 逊 在 1960 年 创造 的 、 他 利用 
模型 论 的 思想 构造 出 实数 集 R 的 一 个 扩张 *R， 或 者 
说 一 个 非 标 准 模型 。R 中 有 Zw 那么 多 元 索 ， 但 是 
其 扩张 "及 包含 的 元 素 要 多 得 多 ， 有 22@oi 个 元 素 。 
多 出 来 的 元 素 都 是 什么 呢 ? 一 部 分 是 无 穷 大 ， 另 一 
部 分 是 无 穷 小 量 。 这 桩 一 来 ， 又 恢复 了 原来 不 严密 
的 菜 布 尼 辫 的 无 穷 小 分 析 。 十 无 世纪 柯 西 、 威 尔 斯 
特 拉 斯 使 它们 严密 化 ， 引 进 极限 、 连 续 、s--5， 成 
为 今天 的 严密 的 微 积分 ， 也 就 是 标准 分 析 。 现 在 罗 
滨 玛 又 召回 无 穷 小 的 亡灵 ， 不 过 这 回 是 建立 在 严密 
的 逻辑 基础 上 了 。 

1961 第 1 月 在 美国 数学 会 上 ， 罗 演进 宣布 他 的 
韭 标 准 分 析 。 其 实 这 就 是 逻辑 学 家 所 谓 的 实数 的 非 
标准 模型 。 在 这 篇 报告 中 ， 他 总 结 了 新 方法 的 所 有 
重要 方面 ， 因 此 无 可 争辩 地 成 为 这 个 新 领域 的 独 一 
无 二 的 创造 者 。 他 指出 ， 实 数 系统 是 全 序 域 ， 具 有 
阿 基 米 德 性 质 ， 也 就 是 任何 一 个 正 实数 经 过 有 限 次 : 
自己 加 自己 之 后 可 以 超过 任何 一 个 实数 -但 是 非 标 ， 
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准 实 数 一 般 并 不 满足 这 个  ， 
条 件 , 比 如 说 一 个 无 穷 小 .如 
量 的 一 干 倍 ,一 万 倍 、 一 
亿 倍 甚至 更 多 ,也 大 不 过 “ 重 
1 去 。 这 个 性 质 称 为 非 同 【二 
基 米 德 性 质 。 11， 
实际 上 对 任何 数学 结 : 
构 A， 我 们 都 可 以 把 它 典 人 
入 到 一 个 扩张 *A 当 中 “AN 
中 包含 许多 “理想 ” 元素。 ， . 
《这 就 象 把 有 理 数 扩张 到 实 
数 ， 把 任何 变量 空间 加 以 完 . 
备 化 一 样 ) 。 当 然 这 个 扩张 . 


”起 可 以 通过 代数 的 方法 得 | 
到 , :也 就 是 模型 论 中 的 有 “， 图 11A。， 罗 滨 还 1 
力 工 具 超 赛 , 即 取 *A= (1918 一 1974) 


AVU; :其 中 U 是 指标 集 ! 的 子 集 上 的 超 滤 、. 超 宕 即 
第 卡尔 积 的 商 集 。 由 于 这 个 非 标准 的 构造 方法 ， 可 
以 说 我 们 原则 上 可 以 消去 非 标准 的 方法 而 完全 用 标 
. 准 的 语言 ， 只 不 过 这 样 做 太 烦 珊 了 : 因此， 非 标准 
分 析 仍 厅 圭 存 在 的 价值 。 最 近 ， 非 标准 分 析 在 分 
析 、- 微 分 几何 学 、 代 数 几何 学 、 拓 扑 学 有 一 系列 的 
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应 用 , 使 数学 家 对 非 标准 分 析 也 不 得 不 另 眼 相 看 了 。 
特别 是 非 标准 拓扑 和 非 标准 测度 论 近 来 更 是 有 重要 
“的 突破 。 

- 菲 标准 测度 论 已 经 得 出 许多 新 的 “标准 ”结果 
如 关于 测度 的 扩张 、 位 势 理论 、 布 朗 运动 理论 、 随 
机 微分 方程 、 最 优 控制 理论 ， 甚 至 运用 到 数理 经 济 
学 及 高 分 子 物理 化 学 当中 。 其 中 关键 来 自 1975 年 洛 
. 布 (P,A.Loeb，1937 一 - ) 的 工作 。 他 从 非 标准 
测度 空间 能 造 出 丰富 的 标准 测度 空间 ， 使 得 非 标准 
分 析 真正 能 对 标准 数学 作出 自己 的 贡献 。 

拓扑 斯 是 蚀 一 现代 数学 的 最 新 基础 ， 它 反映 了 
数理 逻辑 与 范 腾 论 的 结合 。 范 卫 论 大 约 在 六 十 年 代 - 
初 由 同调 代数 尝 入 胎 而 出 ， 而 同调 代数 则 在 四 十 年 
代 末 到 六 十 年 代 初 由 代数 拓扑 学 发 展 而 来 。 代 数 拓 
扑 学 则 是 用 群 、 环 、 域 、 模 等 代数 结构 来 刻 划 几何 
图 形 的 拓扑 结构 。 同 调 代数 学 则 用 代数 结构 来 刻 划 
代数 结构 ， 比 如 说 一 组 群 与 男 一 组 的 对 应 关系 。 把 
这 个 组 发 展 到 集合 或 其 它 任何 结构 ， 研 究 范畴 与 范 
畴 之 间 的 关系 就 是 范畴 论 ,。. 
”我们 可 以 考虑 集合 的 范畴 和 范畴 和 芥 范 畴 。1963. 
年 出 现 了 层 的 范畴 ，. 这 就 是 拓扑 斯 。 拓 扑 斯 使 范畴 
方法 迅速 推广 到 其 他 数学 分 支 中 去 。1970 年 ， 劳 址 
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尔 ( Lawvere ) 等 人 引进 一 种 特殊 的 范 旺 一 一 初 


等 拓扑 斯 。 几 年 之 后 ， 证 明了 一 个 重要 结果 ， 一 个 
初等 拓扑 斯 正好 是 高 阶 直 觉 主义 集合 论 的 模型 。 因 


开 ” 馈 等 拓 站 其 就 条 集合 一 桂 成 为 数学 的 基 大 而 
上 且 玩 接近 数学 的 内 容 。 


1930 年 以 后 ， 迎 来 了 公理 集合 论 的 黄金 时 代 。 


对 于 数学 家 来 说 ， 策 梅 罗 的 公理 系统 ZF 大致 够 用 。 


他 们 仍 不 太 关 心 集合 论 的 细微 末节 ， 以 及 一 层 一 层 


的 无 穷 大 ， 这 些 在 他 们 的 数学 中 难得 碰 到 。 不 过 除 


了 九条 可 靠 的 ZF 公理 之 外 ， 他 们 也 往往 需要 选 


择 公 理 (AC ) 。 有 时 也 要 考虑 连续 统 假设 (CH)。 


他 们 希望 这 两 个 公理 是 真 的 ， 这 样 似乎 就 可 以 天 下 


太平 了 。 谁 知事 情 越 来 越 麻 烦 ， 现 在 居然 找 出 一 大 
扒 玄 妙 的 公理 和 假设 ， 它 们 能 推出 一 些 我 们 想 要 的 
结果 来 ， 同 时 又 出 现 许多 荒唐 矛盾 的 现象 。 这 些 现 


象 十 分 有 趣 ， 但 是 从 外 行 看 来 实在 乱 七 八 精 。 这 里 


只 是 简单 归纳 介绍 一 下 ， 
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5.4.1 选择 公理 

选择 公理 是 现代 数学 中 最 常用 的 假设 ， 过 去 许 
多 人 曾 不 自觉 地 使 用 。 对 这 个 问题 引起 注意 ， 是 因 
为 康 托 尔 在 1883 年 提出 任意 集合 是 否 都 可 良 序 化 的 
问题 。 希 尔 伯 特 也 曾 把 这 个 问题 引入 其 23 问 题 头 一 
问题 的 后 半 部 分 。1904 年 ， 策 梅 罗 提出 选择 公理 ， 
并 通过 选择 公理 证 明了 良 序 定 理 。 他 提出 的 选择 公 
理 是 说 ， 对 任何 集合 M， 其 每 一 个 非 空 子 集 M/ 均 
可 选 出 一 个 特别 元 素 m/，m /EM'。 这 个 公理 有 极 ， 
多 的 等 价 形 式 。 其 中 有 在 代数 中 常用 的 造 因 (Mr 
Zorn，1908 一 ) 引 理 。 这 个 应 用 极 广 、 丰 来 正确 
“的 选择 公理 ， 却 可 以 证 明 出 一 些 看 来 荒唐 的 结果 。 
如 1914 年 的 豪 斯 道夫 的 分 球面 定理 和 1923 年 的 巴 拿 
椅 一 塔 尔 斯 基 悖 论 ， 一 任意 闭 球体 太 可 以 分 为 两 个 
不 相交 子 集 U 和 V 之 并 ， 使 W 与 U 和 V 都 能 分 别 经 
过 有 限 分 负 而 重合 。 这 引起 大 家 对 选择 公理 的 疑 
虚 。 
基本 定理 少不了 它 , 

1, 泛 函 分 析 中 的 哈 思 一 巴 拿 赫 定理 (关于 区 
拿 赫 空间 上 的 线性 泛 函 的 可 扩张 性 ) 。 
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2。 拓 扑 学 的 言 湛 诺 夫 (A,H.,1inxxoHobB， 
1905 一 ) 定理 ( 关于 任意 多 紧 空间 的 直 积 为 紧 。 ) 
. ”3。 布尔 代数 的 斯 通 ( A.H.Stone1903 一 ) 表 
示 定 理 ， 每 个 布尔 代数 丝 同 构 于 集 代数 。 
4。 自 由 群 论 的 尼 尔 森 (J，Nielson，1890 一 
1959 ) 定理 ， :自由 群 的 子 群 也 是 自由 的 。 
其 他 还 有 许多 定理 ， 如 果 没 有 选择 公理 也 不 行 。 


5.4.2 连续 统 假设 


“连续 统 假设 的 历史 最 久 ， 它 可 以 说 是 随 着 集合 
论 一 起 产生 的 。1883 年 康 托 尔 就 提出 了 这 个 假设 ， 
可 数 无 穷 集 的 基数 的 后 面 就 是 连续 统 的 基数 ， 即 @ 
= 3200 =C。 康 托 尔 花 了 毕生 精力 去 证 明 ， 但 没 有 

丰 功 。 送 尔 伯 特 把 列 入 自己 着 名 的 23 个 网 题 的 关 
。 和 希 尔 伯 特 本 人 也 曾经 用 了 许多 精力 证 明 它 
关上 在 1025 一 1908 年 宣布 过 证 的 大 纺 ， 介 和 玉 
能 成 功 。 这 个 问题 终究 悬而未决 。 

1930 年 哥 德 尔 完成 了 他 的 两 大 贡献 以 后 ， 曾 说 
过 ， “现在 该 轮 到 集合 论 了 ”。 他 从 1935 年 起 就 开 
始 研 究 连 续 统 假设 及 广义 连续 统 假设 (GCH 》 也 即 
2on= wn+1。 这 一 次 他 又 出 人 意料 地 证 明了 ZF 
和 GCH 是 协调 一 致 的 ， 不 过 当然 要 假设 ZF 本 身 也 
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是 协调 的 ， 虽 然 这 一 点 一 直 没 有 得 到 证 明 。 
哥 德 尔 应 用 可 构造 性 公理 证 明 ZFC 和 ZFC+G . 
CH 的 相对 无 矛盾 性 ， 他 用 可 构造 集 的 类 工作 为 ZF 
C 的 模型 。 
1963 年 7 月 ， 美 国 年 轻 数学 家 科恩 发 明 力 迫 法 
证 明 连 续 统 假设 的 否定 命题 即 门 CH 也 同 ZF 无 矛 
盾 ， 这 样 一 来 CH 在 Z 厂 中 既 不 能 证 明 也 不 能 否定 。 
他 得 出 结论 ZF 的 公理 系统 还 不 够 强 ， 不 够 全 ， 不 
足以 证 明 或 否定 CH， 甚 至 加 上 选择 公理 仍然 不 
行 。 i 0 | 
力 迫 法 是 影响 极为 重大 的 方法 , 作法 大 致 如 下 * 
我 们 从 满足 ZEC 公 理 的 可 数 模型 (M，E ) 出 
发 ,缩减 它 使 集合 M 成 为 传递 的 ( 即 对 任何 xEM， 
y Ex 药 函 y EM ) 。 从 M 中 选 出 一 个 偏 序 P。 在 集 
合 的 一 般 论 域 中 ， 存 在 P 的 基 些 通用 (generic ) 
子 集 ， 送 合 某 些 特别 的 条 件 〈 即 G 关 于 M 是 可 表示 
的 或 非 奇 异 的 子 集 》 。 结 果 可 以 证 明 ， 对 于 这 些 通 
用 的 集合 G， 存 在 ZFC 公 理 的 最 小 传递 模 型 CN， 
E )， 它 满足 N 二 MU {G} ( 即 G 附 加 于 ME 上 ) 。 


5.4.3 可 构成 性 公理 
可 德尔 证 明 选 择 公理 和 连续 统 假 设 的 协调 性 的 
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方法 是 定义 一 种 类 型 的 集 台 ， 叫 做 可 构成 集 。 一 个 
集合 称 为 可 构成 的 ， 如 果 它 属于 和 一 切 集合 构成 的 
全 域 具有 同样 大 小 的 每 一 个 ZFS 模 型 。 可 稳 成 集 构 
成 ZFS 的 一 个 模型 ， 用 符号 表示 这 个 模 型。 假如 
把 集合 论 中 集合 的 概念 完全 用 可 构成 集合 的 概念 来 
理解 ， 那 么 集合 论 中 的 一 些 概念 就 会 有 相 应 的 改 
变 。 但 是 有 一 些 概念 不 会 改变 ， 这 种 概念 我 们 称 为 
绝对 的 ， 特 别 是 可 构成 性 这 个 概念 是 绝对 了 的 。 所 以 
“一 切 集合 是 可 构成 的 >” 。 这 称 为 可 构成 性 公理 。 
在 模型 工 中 是 真 的 。 可 构成 性 的 概念 非常 重 要 ， 表 
J 
1。 可 构成 性 公理 与 ZF 的 其 他 公理 是 协调 的 。 
2。 可 构成 性 公理 蕴涵 连续 统 假设 和 选择 公理 。 
3。 如 果 可 测 基数 存在 ， 则 不 可 构成 集合 存在 ， 
这 是 斯 科 特 ( Dana Scott 》 1961 年 证 明 的 。 随 后 ， 
罗 巴 通 (Rowbottom ) 在 他 1964 年 的 博 土 论 文中 
证 明 可 测 基数 的 存在 ， 董 洱 整 数 不 可 构成 集合 的 存 _ 
在 性 ， 后 来 他 又 证 明 可 测 基 数 的 存在 蕴涵 只 有 可 数 
无 穷 多 个 整数 的 可 构成 集合 。 
那么 V = 工 是 否 应 该 做 为 公理 加 进 到 集合 论 公 
理 系统 中 去 呢 ? 一 种 意见 是 不 应 该 ， 因 为 V = 工 的 
局 限 性 太 严 ， 我 们 尽 可 能 多 的 使 康 托 尔 集合 论 都 公 
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理化 的 目的 就 达 不 到 。 但 是 它 的 确 有 许 多 用 处 。 
1976 年 篇 森 ( 了 ,Jensen ) 利用 V = 工 解决 描述 集合 
论 的 五 十 年 大 问题 苏 斯 林 (M,CycsuH，1894 
一 1919 ) 问题 。1974 年 含 拉 又 用 V = 世 解 决 群 论 中 
著名 的 怀特 海 (J.H.C,Whitehead 1904 一 1960 》 
猜想 。 二 十 年 代 末 期 ,美国 逻辑 学 家 西 尔 旨 (Jack 
Silver) 引 进 一 种 特殊 的 技术 来 推出 VY = 工 的 结果 。 
.他 的 方法 是 构造 一 种 特殊 的 结构 ， 现 在 通常 称 西 尔 
弗 机 , .由 此 可 以 推出 许 许 多 多 新 原理 ,， 
5.4.4 马丁 公 理 CMA) 
.， 马 了 公理 是 1970 年 由 马丁 (D,A.Martin ) 等 
人 提出 来 的 。 它 与 ZFC 的 其 他 公理 完全 不 同 ， 不 象 
一 个 “ 真 ” 的 公理 ， 但 是 ， 由 它 可 以 推出 数学 上 重 
要 的 结果 。 . 
马丁 公理 是 连续 统 假设 的 推论 ， 因此 可 以 看 成 
是 弱 连 续 统 假设 CH， 它 不 象 直接 否定 CH 那样 在 
oo 与 又 o@ 之 间 存 在 任何 基数 人， 而 只 是 说 如 果 存 
在 基数 的 话 ， 这 些 基 数 的 表现 和 和 说 2*= 
2o。 成立 。 
马丁 公理 同 ZFC 的 公理 是 协调 的 ， 而 且 是 独立 
的 。 并 且 如 果 ZFC 是 协调 的 ，ZFC+ MA + “ICH 
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也 是 协调 的 。 | : 

马丁 公理 在 数学 上 有 一 系列 的 重要 应 用 。 特 别 
重要 的 是 ， 含 拉 在 1974 年 证 明 怀 特 海 铺 想 在 ZFC 下 
是 不 可 判定 的 。 如 果 假 定 V = L， 则 每 个 怀特 海 群 
是 自由 群 ， 如 果 假 定 MA+ “ICH， 则 存在 非 自 由- 
的 怀特 海 群 。 邮 样 ， 许 多 拓扑 学 问题 也 有 类 似 情 
况 。 只 有 加 上 MA + 1CH 才 能 得 到 正面 或 反 面 的 
结果 。 本 

5.4.5 大 基数 公理 


连续 统 假设 及 广义 连续 统 假设 反映 了 最 理想 的 
大 基数 产生 的 方法 ， 也 就 是 一 个 接 一 个 由 署 集 的 基 
数 产 生出 来 。 但 是 ， 这 种 理想 的 情况 现在 还 无 法 证 
明 ， 而 与 它 不 局 或 矛盾 的 情形 也 不 可 能 得 到 否定。 
因此 ， 这 种 种 特殊 大 基数 的 存在 性 能 得 到 更 加 特殊 
的 结果 ， 而 且 对 数学 本 身 产生 了 不 可 忽视 的 影响 。 

首先 是 不 能 由 睾 集 生成 的 办 法 产生 的 基数 。 寻 
果 用 》 表示 任 一 无 穷 基数 ， 和 * 表 示 紧 接 其 后 面 的 
基数 ,假如 存在 某 个 KK>>o%。, 使 如 和 <K， 则 M+<k， 
原 称 Ek 为 弱 人 不 可 达 基 数 ， 假 如 k 使 <k 则 2?<<k, 则 
称 k 为 强 不 可 达 基 数 。 在 GCH 之 下 ， 显 然 弱 不 可 达 
等 价 于 强 不 可 达 。 由 定义 可 以 看 出 强 不 可 达 基 数 是 
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不 可 能 通过 宕 集 构 造 的 方法 得 到 的 基数 ( 除 o。 ) 。 

进入 不 可 达 基 数 的 领域 ， 我 们 可 以 定义 越 来 越 
大 的 基数 。 先 碰 到 超 不 可 达 基 数 ， 然 后 是 马 洛 (P. 
Mahto ) 基数 ， 超 马 洛 基 数 ， 再 就 是 弦 紧 基数 ， 无 
法 表达 的 基数 拉 姆 塞 基数 。 最 后 我 们 还 有 更 大 的 强 
紧 基 数 与 更 一 般 的 可 测 基数 。 它 们 中 最 小 的 分 别 一 
个 比 一 个 大 ， 构 成 了 一 个 等 级 森严 的 大 基数 王国 。 

虽然 这 些 大 基数 极为 玄 乎 ， 可 是 由 它们 可 以 推 
出 许多 重要 的 数学 结果 。 因 此 我 们 不 得 不 重视 它 
们 。 : : 

它们 的 存在 性 作为 公理 就 是 大 基数 公理 。 可 以 
料 到 这 些 大 基数 公理 同 原来 的 一 些 公理 是 矛盾 的 。 
比如 ， 可 构造 公理 就 蕴涵 可 测 基 数 不 存 在 。 

大 基数 公理 对 数学 问题 的 重要 性 可 以 由 下 面 问 
题 的 解决 看 出 :拓扑 学 中 一 个 著名 的 几 十 年 未 解决 
的 正规 莫 尔 (RR,.L.Moore，1882 一 1974 ) 空间 猪 
想 归 结 为 可 测 基 数 的 存在 问题 。 象 过 去 局 限于 ZFC 
系统 的 证 明 是 没有 希望 的 。 


5.4.6 决定 性 公理 


决定 性 公理 是 与 描述 集合 论 密切 相关 的 公理 。 
它 涉及 自然 数列 的 集合 是 否 能 够 通过 某 种 方法 决 
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人 Eo 

基本 问题 是 ， 什 么 集合 是 可 决定 的 ? 经 过 许多 
人 的 努力 ， 马 丁 在 1975 年 证 明 ， 数 学 由 最 常用 的 保 
菜 尔 集合 是 可 决定 的 。 下 一 个 猜想 是 证 明 所 有 解析 
集合 ( 即 二 维 保 莱 尔 集合 的 射影 集合 ) 是 可 决定 的 。 
但 这 个 狂想 与 哥 德 尔 的 可 构 成 性 公理 相 了 矛盾。 上 
面 讲 过 ， 可 构成 性 公理 与 ZFC 是 相 容 的 ， 因 此 ， 这 
个 猜想 无 法 在 集合 论 中 证 明 。 这 样 一 来 ， 它 本 身 可 ， 
以 成 为 一 个 新 公理 。 

比 这 个 公理 更 激进 的 公理 是 ，R 的 所 有 子 集合 
都 是 决定 的 。 这 个 公理 太 激烈 了 ， 以 致 很 难为 
“ 真 ”， 因 为 它 首先 同 选 择 公理 有 矛 导 。 不 过 ， 由 
这 个 决定 性 公理 却 能 推出 一 系列 有 趣 的 数学 事实 ， 
其 中 最 突出 的 是 ， 由 AD 可 推出 所 有 实数 集合 都 
是 勒 中 格 可 测 的 。 这 样 一 来 ， 许 多 数学 成 为 没有 意 
思 的 了 。 因 此 ， 数 学 家 还 是 不 太 想 要 这 个 太 强 的 公 
理 。 可 是 ， 它 带 来 的 一 系列 问题 仍 有 符 解 决 。 


“ 全 
， : ， 
| ， ， 
四 人 
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6 数学 与 哲学 
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从 1900 年 到 1930 年 左右 ， 数 学 的 危机 使 许多 数 
学 家 卷 入 一 场 大 辩论 当中 。 他 们 看 到 这 次 危机 涉及 
数学 的 根本 ， 必 须 对 数学 的 哲学 基础 加 以 严密 的 考 
察 。 在 这 场 大 辩论 中 ， 原 来 的 不 明显 的 意见 分 歧 扩 
、 展 成 为 学 派 的 和 争论， 以 罗素 为 代表 的 逻辑 主义 ， 以 
布 劳 威 尔 为 代表 的 直觉 主义 ， 以 希 尔 伯 特 为 代表 的 
形式 主义 三 大 学 派 应 运 而 生 。 他 们 在 争论 过 程 中 尽 
管 言语 尖 刻 ,好 象 势 不 两 立 , 其 实 他 们 各 自 的 观点 在 
争论 过 程 中 都 吸收 了 对 立 面 的 看 法 而 有 很 多 变化 。 
1930 年 到 德尔 不 完全 性 定理 的 证 明 暴 露 了 各 北 的 愤 
点 ， 哲 学 的 争论 冷 痰 了 下 去 。 此 后 各 派 力 量 沿 着 月 
已 的 道路 发 展演 化 。 尽 管 争论 的 问题 远 未 解决 ， 但 
大 部 分 数学 家 并 不 太 关 心 析 学 问题 。 近 年 来 数学 哲 
学 问题 又 激 起 人 们 的 兴趣 ， 因 此 ， 我 们 有 必要 了 解 
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一 下 数学 哲学 的 来 龙 去 脉 。 
6-1 逻 辑 主义 


罗素 在 1903 年 出 版 的 《数学 的 原理 ? ,中 对 于 数 
学 的 本 性 发 表 了 自已 的 见解 。 他 说 ， “纯粹 数学 是 
所 有 形 如 “p 草 涵 q” 的 所 有 命 题 类 ， 其 中 p 和 9 都 
， 包含 数目 相同 的 一 个 或 多 个 变 元 的 命题 ， 且 p 和 4 
除了 风 辑 常 项 之 外 ， 不 包含 任何 常 项 。 所 谓 逻 辑 常 
项 是 可 由 下 面 这 些 对 象 定义 的 概念 蕴涵 ， 一 个 项 、 
与 它 所 属 类 的 关系 ， 如 此 这 般 的 概念 ， 关 系 的 概 
念 ， 以 及 象 涉 及 上 述 形式 一 般 命 题 概 念 的 其 他 概 
念 。 除 此 之 外 ， 数 学 使 用 一 个 不 是 它 所 考虑 的 命题 
组 成 部 分 的 概念 ， 即 真 假 的 概念 。” 
.这 种 着 法 是 罗素 自己 最 早 发 表 的 关于 逻辑 主义 
的 论点 。 这 种 看 法 、 :在 以 前 也 不 同 程度 被 戴 德 金 、 
弗 雷 格 、 皮 亚 诺 、 怀 特 海 等 人 表达 过 。 

戴 德 金 在 1872 年 出 版 了 《 连续 性 及 无 理 数 > 。 
”在 这 篇 文章 中 ， 他 把 有 理 数 做 为 已 知 ， 进 而 分 析 违 
续 性 这 个 概念 。 为 了 要 彻底 解决 这 个 问题 ， 必 须 考 
虑 有 理 数 乃至 自然 数 产生 的 问题 。 他 认为 应 该 建立 
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在 逻辑 基础 上 ， 但 没有 实行 。 


弗 需 格 在 1884 年 《算术 基础 》 中 ， 认 为 每 个 数 
是 一 个 独立 的 对 象 。 他 认为 算术 规则 是 分 析 判 断 ， 


因此 是 先 验 的 。 根 据 这 点 ,算术 只 是 逻辑 进一步 发 展 


的 形式 ,每 个 算术 定理 是 一 个 人 逻辑 规律 ,但 是 是 导出 
的 规律 。 把 算术 应 用 到 自然 现象 上 的 解释 只 是 对 所 
观察 到 的 事实 的 逻辑 加 工 ， 计 算 就 是 推理 。 数 字 规 
律 无 须 实践 检验 即 可 应 用 于 外 在 世界 。 而 在 外 在 世 
界 . 空 间 总 体 及 其 内 容 物 ,并 没有 概念 ， 没 有 数 ， 因 
此 ,数字 规律 实际 上 不 能 应 用 于 外 在 世界 ,这 些 规律 
并 不 是 自然 规律 。 不 过 它们 可 以 应 用 于 对 外 在 世界 
中 的 事物 为 真 的 判断 上 ， 这 些 判 断 即 是 自然 规律 。 
它们 反映 的 不 是 自然 现象 之 间 的 关系 ， 而 是 关于 自 
然 现 象 的 判断 之 间 的 关系 。 

早 在 罗素 发 现 悖 论 之 前 ， 他 在 写作 * «数学 的 原 
理 时 ， 就 企图 把 数学 还 原 为 逻辑 ， 由 于 发 现 信 
论 ， 这 个 计划 遭 到 了 困难 。 他 发 现 消除 丑 论 的 方法 
之 后 ， 又 开始 具体 实现 他 的 计划 。 这 就 是 他 和 怀特 
每 合 著 的 < 数学 原理 > 。 

既然 罗素 、 人 怀特 海 的 《数学 原理 * 原来 的 目的 
是 企图 把 数学 建立 在 逻辑 的 基础 上 ， 因 此 ， 书 一 开 
始 就 提出 几 个 不 加 定义 的 概念 和 一 些 逻 辑 的 公理 ， 
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由 此 推出 逻辑 规则 以 及 数学 定性 。 

不 加 定义 的 概念 有 基 本 命题 、 命 题 函数 、 断 
言 、 或 、 否 ( 非 ) 。 这 里 讲 的 命题 是 指 陈 述 一 件 事 
实 或 描述 一 种 关系 的 一 个 语句 ， 如 “ 张 三 是 人 ”， 
“苹果 是 红 的 2 、 命 题 函 项 含有 一 个 变 项 ,如 “x 是 
一 个 整数 ”， 假 如 把 x 这 个 变 项 代入 一 个 固定 的 值 
《比如 2)， 就 得 到 一 个 命题 (“2 是 一 个 整数 ” ) 。 
断言 是 指 肯 定 一 个 基本 命 是 为 真 ,一 般 记 做 r。“ 或 ” 
也 称 “ 析 取 ”， 用 VV 表示 ， “和 否 ”是 命题 的 反面 
”多 素 用 一 ?表示 P 的 否定 〈 现在 通用 lp )。 
由 这 些 概 多 可 定义 汲 辑 上 最 重要 的 概念 “总 
涵 ”.。 

最 基 , 本 的 逻辑 出 现 有 六 条 如 站 ( pVa 7 
(pVqa)_)Cavp ) 等 等 。 

要 想 由 逻辑 推出 数学 ,第 一 步 是 推出 “ 数 * 来 。 
这 件 讲 皮 亚 诺 及 弗 雷 格 都 做 了 。 罗 素 在 消除 悖 论 之 
后 >: 成 功 地 用 “类 ?来 定义 1。 这 个 过 程 极为 繁琐 、 
费力 , 一 直到 «数学 原理 第 一 卷 563 页 才 推出 
人 ”的 定义 。 而 第 二 卷 费 了 很 大 力气 证 明 n x mm = 
WX i, 

在 数学 的 原理 ， 及 «数学 原理 ， 中 ， 罗 素 的 
旧 标 在 于 证 明 “数学 和 逻辑 是 全 等 的 ”这 个 逻辑 主 
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义 论题 。 它 可 以 分 析 为 三 部 分 内 容 ， 

“(1 ) 每 条 数学 真理 都 能 够 表 示 为 完全 用 逻辑 
表达 或 表示 的 语言 。 简 单 来 讲 ， 即 每 条 数学 真理 都 
能 够 表示 为 真正 的 逻辑 命题 。 

〈 2 ) 每 一 条 真 的 逻辑 命 题 如 果 是 一 条 数学 丰 
理 的 翻译 ， 则 它 就 是 逻辑 真理 。 

( 3 ) 每 条 数学 真理 ， 一 旦 表 示 为 一 个 逻辑 命 
题 ， 就 可 由 少数 逻辑 公理 及 逻辑 规则 推导 出 来 。 

”这 三 方面 不 完全 一 样 ， 罗 素 只 是 分 别 在 各 处 用 
一 条 或 两 条 表示 过 逻辑 主义 。 由 于 哥 德 尔 的 不 完 
全 定理 ，( 3 ) 是 错 的 ， 但 是 还 可 以 坚持 ( 1 ) 和 
(2)。 

罗素 认为 远 辑 主义 的 许多 主要 论点 不 是 来 自 他 
本 人 。 弗 雷 格 曾 明确 地 表示 过 一 些 逻 辑 主义 观点 。 
但 是 ， 逻 辑 主义 观点 尽管 受到 批判 ， 罗 素 本 人 还 一 
直至 持 。 在 三 十 年 代 以 后 。 还 是 有 许多 人 发 展 逻辑 
主义 。 : : : 
逻辑 主义 从 一 开始 就 遭 到 批评 ， 因 为 如 果 数 学 
只 是 一 喧 逻 辑 演绎 系统 ， 那 么 它 怎么 可 能 反映 广远 

的 自然 现象 呢 ? 它 又 怎样 能 够 有 创造 力 呢 ? 它 又 怎 
” 样 能 够 产生 新 观念 呢 ? 用 维特 根 斯 坦 的 话说 ， 数 学 
就 是 同 语 反复 〈 重 言 式 ) ， 给 不 出 任何 新 知识 。 
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罗素 仓 论 的 出 现 ， 这 派 遭 到 的 攻击 更 大 。 芝 加 
勒 挖 苷 他们， 逻辑 主 义 的 理论 倒 不 是 不 毛 之 地 ， 什 
么 也 不 长 ， 它 滋长 矛盾 ， 这 就 更 加 让 人 受 不 了 。 

罗素 一 怀特 海 用 了 几 年 时 间 写 出 《数学 原理 
论证 了 内 已 的 观点 ， 仍 不 免 遭 到 讽 讽 。: 彭 加 勒 挖苦 
他 们 费 很 大 力气 去 定义 1， 说 “这 是 一 个 可 钦 可 佩 的 


定义 ， 它 献 给 那些 从 来 不 知 道 1 的 人 。” 别人 也 说 . 


这 一 套 完 全 是 中 世纪 的 教条 。 

更 有 人 指出 这 种 方法 的 人 为 性 、 烦 琐 性 ， 万 其 
是 可 化 归公 理 ， 显 然 是 硬 加 上 的 ， 没 有 任何 自然 之 
”处 。 尽管 如 此 ， 逻 辑 主义 总 算 还 能 自圆其说 。 

对 逻辑 主义 致命 打击 的 是 哥 德 尔 的 不 完全 性 定 
理 ， 证 明了 从 逻辑 并 不 能 推出 算术 的 正确 性 来 。 显 
然 把 数学 全 部 化 归 为 逻辑 彻底 失败 了 。 但 是 ， 罗 素 
等 人 的 历史 功绩 是 不 可 磨灭 的 。 他 们 为 数学 奠定 了 
逻辑 基础 ,在 一 段 时 期 内 ,« 数学 原理 是 一 部 引导 
数学 逻辑 家 的 经 典 ， 至 今 它 还 有 一 定 的 意义 。 
”逻辑 走 义 也 不 是 后 继 无 人 ， 英国 的 拉 姆 塞 ， 美 
国 的 牵 因 5 Quine，1908 一 ) 都 对 逻辑 主义 作 
了 进一步 的 发 展 。 


be 
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6-2 直觉 主义 


”直觉 主义 有 着 长 远 的 历史 ， 它 植 根 于 数学 的 构 
造 性 当中 。 吉 代数 学 大 多 是 算 ,- 只 是 在 欧 几 里 得 几 
何 学 中 逻辑 才 起 一 定 作用 。 到 了 十 七 世纪 解析 几何 
和 微 积 分 发 明之 后 ,计算 的 倾向 大 大 超过 逻辑 上 额 向 ， 
十 七 、 十 八 世纪 的 创造 ,并 不 考虑 逻辑 的 严格 ,而 只 
是 醉心 于 计算 。 十 九 世纪 初 ， 三 个 力量 出 现 了 ， 一 
个 是 解 五 次 代数 方程 碰 钉 子 ， 需 要 考虑 存在 性 定 
理 。 一 个 是 非 欧 几何 不 矛盾 ， 是 逻辑 而 不 是 直觉 在 
起 作用 。 一 个 是 数学 分 析 不 严格 ， 产 ' 生 匾 廖 的 结 
果 。 在 新 的 矛盾 面前 出 现 一 些 非 构造 性 结果 ， 也 考 
者 一 些 无 穷 的 问题 。 这 时 追求 严密 与 追求 实用 构造 
两 种 倾向 都 有 增长 ， 不 过 一 般 数 学 家 维持 着 微妙 的 
平衡 。 一 直到 十 九 世 纪 末 ， 集 合 论 的 出 现 激 起 这 两 
方面 的 尖锐 斗争 。 于 是 出 现 极端 的 构造 主义 者 ， 象 
克 洛 耐 克 否 认 无 理 数 存 在 ， 否 认 连 续 函 数 ， 他 认为 
任何 东西 都 要 有 构造 步骤 或 判断 准则 。 但 即使 他 本 
人 的 工作 也 不 符合 他 自己 的 要 求 。 

法 国 数学 家 彭 加 惑 等 人 是 半 直 觉 主义 者 ， 有 人 
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称 为 法 国 经 验 主义 者 。 他 们 反对 实 无 穷 ， 反 对 实数 
合 ， 反 对 选择 公理 ， 主 要 因为 他 们 认为 根本 不 能 


进行 无 穷 的 构造 。 

现代 直觉 主义 真正 的 奠基 人 是 布 劳 威 尔 ， 他 于 
1881 年 2 月 27 日 生 于 荷兰 奥 弗 西 。1897 年 进入 阿 姆 
斯 特 丹 大 学 学 习 ， 一 直到 1904 年 ， 他 很 快 掌握 了 当 
时 的 数学 并 且 发 表 关 于 几何 第 一 个 结果 。 他 多 少 受 
”有 曼 诺 利 ( Mannoury ) 的 影响 ， 关 心 当 时 的 基础 问 
题 ， 在 1907 年 博士 论文 中 冰 述 自己 对 数学 基础 问题 
的 观点 。 他 是 从 哲学 得 出 自己 观点 的 ， 基 本 的 直觉 


是 按照 时 间 闫 序 出 现 的 感觉 ， 而 这 形成 自然 数 的 概 


念 ， 这 倒 不 是 新 鲜 的 。 他 认为 数学 思维 是 头脑 中 的 


自由 构造 ， 与 经 验 世 界 无 关 ， 只 受 基本 数学 直觉 为 ， 


基础 的 限制 ， 在 这 方面 他 是 不 同 于 法 国 经 验 主 义 者 
的 。. 数 学 概念 进入 人 脑 是 先 于 语言 、 逻辑 和 经 验 
的 ， 决 定 概念 的 正 确 性 是 直觉 ， 而 不 是 经 验 及 你 


辑 。 这 些 充分 暴露 了 他 唯心 主义 和 神秘 主义 的 思想 


倾向 。 : 
: 他 认为 数学 直觉 的 世界 和 感觉 的 世界 是 互相 对 
立 的 ， 日 常 语言 属于 感觉 世界 ， 不 属于 数学 。 数 学 
独立 于 语言 存在 ， 而 逻辑 是 从 属于 语言 的 ， 它 不 是 
揭露 真理 的 工具 ， 而 是 运用 语言 的 手段 。 正 因为 如 
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此 ， 数 学 中 最 主要 的 进展 不 是 灌 逻 辑 形 式 完 美化 而 
得 到 ， 而 是 靠 基本 理论 本 身 的 变革 。 他 认为 逻辑 规 
律 并 不 对 数学 有 什么 约束 作用 ， 数 学 是 自由 的 ， 不 
一 定 遵守 什么 逻辑 规律 。 他 认为 经 典 逻 辑 是 从 有 限 
集合 的 数学 抽象 出 来 ， 没 有 理由 运用 到 无 穷 集 合 。 
1908 年 他 反对 把 排 中 律 运用 于 无 穷 集合 上 。 因 为 有 
穷 集合 可 以 逐个 检查 ， 而 无 穷 集合 则 办 不 到 ， 因 
此 ， 存 在 不 可 断定 真 假 的 第 三 种 情况 ， 就 是 说 ， 有 
既 不 可 证 明 ， 又 非得 要 证 明 的 命题 。 

1908 年 到 1913 年 他 主要 从 事 拓扑 学 的 研究 ， 他 
运用 单 形 逼近 的 方法 证 明 维 数 的 拓扑 不 变性 ， 这 在 _ 
数学 上 是 个 了 不 起 的 成 就 。 这 个 方法 是 极 重要 的 拓 
扑 方法 。 估 在 李 群 、 几 何等 方面 也 有 出 色 的 工作 。 
不 过 很 快 他 又 转向 基础 研究 。 布 劳 威 尔 象 康德 和 喜 
加 惑 一 样 ， 认 为 数学 的 定理 是 先 验 综合 真理 。 在 他 
1912 年 在 阿姆斯特丹 大 学 就 职 演说 中 ， 他 承认 ， 由 
于 非 欧 几何 的 发 展 ， 康 德 的 空间 学 说 不 可 和信， 但 他 
同 弗 雷 格 和 罗素 相反 ， 仍 然 坚持 康德 的 观点 ， 算 术 
是 从 对 时 间 的 直觉 导出 的 。 由 于 现代 数学 建立 在 算 
术 基 础 上 ， 所 以 整个 数学 也 是 如 此 。 正 是 时 间 单 位 
的 序列 产生 序数 的 概念 ， 而 连续 统 [0，1] 只 是 不 
可 用 新 章 位 穷尽 的 居间 性。 他 认为 几何 学 也 依 灯 于 
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这 种 直觉 。 他 认为 除了 可 数 集合 之 外 ， 没 有 其 他 集 
合 , 所 以 @, 以 上 的 超 穷 数 都 是 胡说 八道 ， 象 0 与 1 之 
僻 所 有 实数 的 集合 是 毫 无 意义 的 。 这 点 他 在 1908 年 
有 罗马 召开 的 国际 数学 家 大 会 上 讲 过 ， 数 学 无 穷 集 合 
只 有 一 个 基数 ， 即 可 数 无 穷 。 

“在 1909 年 他 同 希 尔 伯 特 通过 信 ， 指 出 形式 主义 
和 直 党 主义 的 争论 焦点 *-1912 年 说 到 这 个 问题 之 
后 ， 他 一 直到 1917 年 才 又 开始 这 方面 的 论战 。 

从 这 时 起 到 二 十 年 代 末 他 发 表 一 系列 的 文章 ， 
开始 建立 一 个 不 依靠 排 中 律 的 集合 论 ， 接 着 又 建立 
构造 的 测度 论 及 函数 论 ， 这 是 他 从 消极 的 否定 转变 
为 积极 的 构造 。 

-届时 他 试图 使 数学 家 相信 排 由 律 导 出 了 矛盾。 他 
运用 了 扇 定理 ， 这 个 定理 及 选择 序 列 ， 散 集 ( sp- 
reads ) 等 是 他 的 直觉 主义 数学 的 独创 。 

三 十 年 代 初期 由 于 哥 德 尔 的 工作 ,许多 数学 家 
开始 重视 直觉 主义 。 外 尔 早 在 1920 年 左右 就 表示 效 
忠于 直觉 主义 ， 从 而 激 起 希 尔 伯 特 的 极 大 愤怒 。 他 
吸收 了 直觉 主 义 一 些 思想 ， 开 始 用 有 限 主义 方法 来 
完成 证 明 论 方案 ， 企 图 一 劳 永 逸 地 解决 基础 问题 ， 
不 料 没 能 成 功 ， 于 是 还 得 求助 于 无 穷 。 

直觉 主义 仍然 进行 他 们 的 事业 ， 特 别 是 海 丁 建 


RTE Me 


~ A 


T77 


立 直觉 逻辑 系统 ， 它 包 
含 古典 逻辑 系统 。 后 来 
更 有 人 建立 直觉 主义 集 
合 论 及 直觉 主义 分 析 。 


不 过 ， 仍 然 不 能 尽 如 人 


总。  . 
”1967 年 ， 美 国 数学 


家 毕 肖 普 ( EE, Bishop, “和 


1928 一 1983 ) 出 版 < 构 . 和 和 -wy 


造 性 分 析 ，， ,开始 了 构 
选 主义 的 时 期 。 他 们 不 
象 以 前 直觉 主义 者 那样 
偏激 ， 而 是 积极 采用 构 
造 的 方法 解决 一 个 一 个 
具体 问题 。 不 去 单纯 的 
百 定 或 争论 。 毕 肖 普 自 


图 12. 工 .。 布 劳 威 尔 
《1881 一 1966) 


信 会 取得 大 多 数 人 支持 ， 不 过 没有 能 实现 ， 因 为 他 
们 毕 竞 成 就 有 限 ， 难 于 局 整个 数学 汪洋 大 海 相 比 ， 
可 是 十 几 年 来 构造 主义 还 是 取得 一 定 进展 ， 如 < 构 
造 性 泛 函 分 析 > 等 书 问世 ,说 明 它 还 有 一 定 的 市 场 。 
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6-3 形 SS 式 主 义 


一夫 认为 形式 主义 的 奖 基 人 是 项 尔 伯 特 ， 但 
是 。 项 尔 钉 特 自己 并 不 自命 为 形式 主义 者 。 并 且 ， 
项 加 第 煌 的 思想 有 一 个 发 展 变化 的 过 程 。 我 们 简单 

TE 项 尔 伯 转 是 二 十 世纪 最 有 影响 的 数学 
市 坟 是 数学 上 一 些 分 支 的 公认 权威 -而且 恺 
二 本店 一 他 在 几乎 所 有 数学 领域 中 都 做 出 伟大 

本 念 术 9 更 重要 的 是 ， 他 对 于 数学 基础 问题 有 
闪 时 区 失色 关注 ， 他 的 思想 在 现代 学 也 上 
统治 地 位 。 

大 卫 … 项 尔 伯 特 1862 年 1 月 23 日 ， 出 生 在 东 普 
鲁 士 的 哥 尼 斯 堡 。 他 一 直 在 家 乡 上 学 ，1885 年 取得 
博士 学 位 。1886 年 就 任 哥 尼 斯 堡 大学 讲师 。1888 年 
因为 解决 了 不 变 式 理论 申 著名 的 “ 哥 尔 丹 (Gordan) 
问题” 开始 在 数学 异 圈 露 尖 角 。1891 年 他 升任 副 教 
授 ，1893 年 升任 教授 。1895 年 他 应 殉 菜 因 《F, 
Klein 1849 一 1925 ) 之 邀 ， 任 哥 丁 根 大 学 教授 ， 由 
此 开辟 了 哥 丁 根 大 学 的 黄金 时 代 。 他 在 哥 丁 根 大 学 
任教 至 1930 年 退休 。 其 间 培 养 了 各 国 数学 家 ， 单 是 
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他 指导 的 博士 论文 就 有 五 、 六 十 篇 ， 由 于 他 的 影 
响 ， 哥 丁 根 成 为 世界 数学 的 中 心 ， 繁 盛 了 三 、 罗 十 
年 ， 一 直到 希特勒 掌权 后 才 迅 速 地 衰落 予 去 。 了 晚年 
学 生 大 都 离开 ， 他 于 1943 年 2 月 14 日 在 孤寂 中 去 世 。 

希 尔 伯 特 前 期 主要 贡献 在 不 变 式 论 方面 ，1895 
年 左右 , 写 了 代数 数论 的 总 结 性 巨著 。 二 十 世纪 开始 
时 ， 他 的 兴趣 转 向 分 析 及 物理 学 。 从 十 九 世 纪 来， 
他 对 数学 基础 做 出 重大 贡献 。. i 

为 了 方便 起 见 ， 不 纺 把 他 关于 数学 基础 及 数理 
逻辑 的 主要 著作 开 列 如 下 : 

1899 年 ，x 几何 学 基础 》， 本 书 多 次 重印 及 再 
版 ， 生 前 最 后 一 版 为 第 七 版 ( 1930 ) ， 正 文部 分 有 
由 本 
1900 年 ， 实 数 的 公理 化 
1900 年 ，“ 数 学 问题 ” 

1904 年 ， “ 论 远 辑 及 算术 的 基础 ” 在 海德 文明 
国际 数学 家 大 会 上 的 讲演 
1917 年 ，“ 公 理化 思想 ” 
1922 年 “数学 的 新 基础 ”I 
1922 年 “数学 的 逻辑 基础 元 
1925 年 “ 论 无 穷 ” 
1927 年 “数学 基础 ” 
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1928 年 “数学 基础 问题 ”在 意大利 波 洛 那 国际 
数学 家 大 会 上 讲演 

1928 年 《 理论 逻辑 纲要 》( 同 阿 克 曼 合 著 ) ,本 
书 很 快 成 为 标准 著作 。1938 年 第 二 版 ，1949 年 第 三 
和 版， 有 中 译本 ， 莫 绍 扎 译 《 数理 逻辑 基础 、，1959 
年 第 四 版 ， 阿 死 曼 做 了 很 大 的 改动 。 

2 4930 年 “初等 数论 基础 > 

1930 年 “逻辑 及 对 自然 的 认识 ” 
”1931 年 :* 排 中 律 的 证 明 ” 

1934 年 《< 数学 基础 > I 

“1939 年 < 数学 基础 > 

这 两 本 书 与 贝 纳 斯 合 著 。 

从 戎 尔 伯 特 的 著作 看 来 ， 希 尔 伯 特 提出 了 大 部 
分 形式 主义 观点 ， 但 他 并 没有 把 它们 绝对 化 。 他 的 
观点 有 些 地 方 同 逻辑 主义 ， 直 觉 主义 有 着 共同 之 
处 ， 这 反映 出 某 种 矛盾 。 应 该 说 这 种 矛盾 是 数学 家 
的 哲学 思想 土 的 矛盾 。 

关于 数学 中 的 存在 ， 他 认为 不 限于 感觉 经 验 的 
存在 。 在 物理 世界 中 ， 他 认为 没有 无 穷 小 、 无 穷 大 
和 无 穷 集合 ， 但 是 在 数学 理论 各 个 分 支 中 却 都 有 无 
穷 集合 ， 如 自然 数 的 集合 ， 一 个 线段 里 所 有 点 的 集 
合 等 等 。 这 种 不 是 经 验 能 够 直接 验证 的 对 象 ， 他 称 
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之 为 《理想 元 素 ”。 引 进 理想 元 素 的 方法 在 数学 中 
其 实 由 来 已 久 。 比 如 代数 中 虚数 的 引进 ， 几 何 中 无 
穷 这 点 的 引进 ， 微 积分 中 无 穷 小 与 无 穷 大 的 引进 等 
等 。 但 是 理想 元 素 的 引进 必须 不 把 矛盾 带 到 原来 的 
较 窄 狭 的 领域 内 。 由 于 理想 元 素 不 能 靠 直 观 经 验 来 
验证 ， 只 能 靠 罗 辑 来 验证 ， 因 此 ， 合 理性 的 唯一 判 
据 就 是 无 矛盾 性 。 这 种 无 下 盾 性 的 真理 现实 际 上 是 
形式 主义 基本 论点 。 

”但 是 ， 希 尔 伯 特 并 不 抱 这 种 极端 和 绝 对 的 团 
法 ， 他 看 到 引进 新 元 素 往往 是 对 于 旧 元 素 的 一 种 扩 
张 ， 所 以 很 自然 地 要 求 扩张 之 后 增加 的 新 元 素 仍 能 
保留 旧 元 素 的 关 部 分 基本 性 质 。 就 象 数 的 扩张 仍 能 
使 加 法 交换 律 保持 成 立 。 当 然 这 样 也 就 在 一 定 意 义 ， 
下 限制 了 扩张 的 任意 性 。 这 也 是 因为 对 于 搞 研究 的 
数学 家 来 讲 ， 引 进 新 概念 是 为 了 需要 ， 而 不 是 “ 游 
认 。， 所 凡 ， 攻 外 伯 符 认为 “本 有 站 下 

， 而 且 这 是 “至 高 无 上 的 裁判 ”。 把 这 个 标准 
二 浊 水 ， 肥 厅 伐 得 标 闪 交 得 并 和 不消 
但 是 在 什么 情况 下 ， 辩 于 理想 元 素 的 命题 为 真 
呢 ? 这 个 问题 ， 希 尔 伯 特 不 认为 每 一 个 公式 都 必须 
得 到 验证 ， 每 一 个 概念 都 必须 得 到 解释 ， 然 后 通过 
”直观 验证 。 
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在 1900 年 的 《“ 论 数 的 概念 ， 中 ， 希 尔 伯 特 提议 
用 公理 化 方法 来 代替 “生成 的 ” 方法 。 

在 “几何 学 基础 中， 和希 尔 伯 特 通过 解析 几何 
选 出 的 算术 模型 来 证 明 他 的 几何 公理 的 无 矛盾 性 。 
这 样 证 明 的 是 相对 无 矛盾 性 。 也 就 是 把 几何 学 的 无 
矛盾 性 归于 实数 的 算术 公理 的 无 矛盾 性 。 于 是 他 在 
1900 年 国际 数学 家 友 贪 上 把 算术 公理 的 无 地 盾 性 列 
为 他 那 著 名 23 个 问题 中 的 第 二 个 。 他 没有 指出 任何 
解决 这 个 问题 的 途径 ， 而 只 是 强调 相对 无 子 质 性 的 
证 明 没 有 问题 。 不 久 ， 罗 素 悖 论 变 得 众所周知 ， 从 
而 无 矛盾 性 问题 变 得 更 加 紧迫 。 于 是 ， 希 尔 伯 特 在 
1904 年 在 德国 海德 尔 堡 召开 的 国际 数学 家 大 会 上 提 
出 第 一 个 证 明 算术 无 矛盾 性 的 打算 。 事 实 上 ， 这 是 
现代 这 方面 研究 的 原型 。 他 的 草案 是 ， 要 证 明 某 些 
初始 公式 具有 无 矛盾 性 ， 并 且 推演 规则 传递 这 个 性 

在 这 篇 题 为 《< 论 逻辑 和 算术 的 基础 的 报告 一 
开头 ， 希 尔 伯 特 评论 对 于 算术 基础 的 不 同 看 法 。 他 
认为 ， 克 洛 耐克 是 教条 主义 者 ， 因 为 他 原原本本 地 
接受 整数 及 其 所 有 重要 性 质 ， 他 不 再 深入 下 去 探求 
整数 的 基础 。 德 国 科学 家 赫 姆 址 茨 (H.Helmholtz， 
1821 一 1894 ) 是 经 验 主义 者 ， 按 照 他 的 说 法 ， 任 意 
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大 的 数 不 能 够 由 我 们 的 经 验 得 出 ， 因 此 是 不 存在 
的 。 另 外 有 一 些 人 特别 是 德国 数学 家 克 里 斯 多 弗 
( EE, B.Christoffel，1829 一 1900 ) 反对 克 洛 耐克 
的 观点 。 他 们 认为 ,要 是 没有 无 理 数 的 概念 ,整个 数 
学 分 析 就 势必 要 垮 掉 。 于 是 他 们 企图 找寻 正面 的 、 
肯定 的 性 质 来 确认 无 理 数 的 存在 。 但 是 ， 他 认为 这 
种 观点 是 不 彻底 的 ， 因 此 说 他 们 是 机 会 主义 的 。 这 
几 种 观点 ， 希 尔 伯 特 都 表示 反对 。. 四 

希 尔 伯 特 认为 比较 深入 的 观点 是 下 面 几 种 :一 
是 弗 雷 格 的 逻辑 主义 ， 他 把 数学 规则 建立 在 逻辑 的 
基础 上 。 二 是 戴 德 金 的 先 验 主义 ， 他 是 根据 哲学 上 
的 论证 来 推断 无 穷 的 存在 。 不 过 他 对 数 的 论述 中 包 
含 着 “所 有 对 象 的 集合 ”这 类 了 矛盾。 三 是 康 托 尔 的 
主观 主义 观点 ， 他 清楚 地 区 分 “ 相 容 集 ” 及 “不 相 
容 集 ”， 但 是 他 没有 提供 明显 的 判 据 ， 因 此 缺乏 客 
观 的 可 靠 性 。 : z 

” 希 尔 伯 特 认为 所 有 困难 都 可 以 通过 给 数 的 概念 
建立 完全 而 严格 的 基础 而 得 到 克服 ， 这 就 是 公理 化 
方法 。 z 四 
4904 年 以 后 ， 和 项 尔 伯 特 把 主要 精力 放 在 研究 积 
分 方程 等 分 析 问 题 以 及 物理 学 公理 化 等 方面 。 没 有 
发 表 什么 数学 基础 方面 的 著作 。 这 时 ， 各 种 流派 进 
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行 激烈 斗争 ， 也 不 能 不 使 希 尔 伯 特 关心 。 尤 其 是 布 
劳 威 尔 直 觉 主义 的 出 现 ， 他 感到 对 于 整个 数学 的 生 
在 和 发 展 是 个 极 大 的 威胁 。 他 开始 投入 战 斗 。 从 
1917 年 起 二 十 多 年 时 间 里 ， 他 为 了 挽救 古典 数学 渴 
尽 全 力 。 

1917 年 他 在 苏黎世 发 表 一 篇 演说 ， 题 目 是 “ 公 
理 思想 ”， 这 篇 文章 全 面 叙 述 了 一 些 与 认识 论 有 关 
的 问题 。 如 数论 和 集合 论 的 无 矛盾 性 ， 每 个 数学 问 
题 的 原则 上 可 解 性 ， 找 出 数学 证 明 的 单纯 性 的 标 
准 ， 数 学 中 内 容 与 形式 表示 的 关系 ， 数 学 问题 通过 
有 限 步 又 的 可 判定 性 问题 。 这 些 问题 预示 着 后 来 数 
理 逻 辑 的 发 展 。 他 认为 ， 要 想 深入 研究 就 必须 对 数 
学 证 明 的 概念 进行 深入 的 研究 。 既 然 逻 辑 推理 可 以 
符号 化 ， 进 行 数学 的 研究 ， 为 什么 证 明 不 行 呢 ? 他 
提出 了 证 明 论 的 一 般 思想 和 目标 。 但 是 没有 具 体 
化 。 : z 

他 第 一 篇 证 明 论 的 工作 是 1922 年 发 表 的 ， 在 
¢ 数学 的 新 基础 ， 第 一 篇 》， 他 论述 如 何 把 数论 用 
有 限 方 法 讨论 ， 而 数学 本 身 却 一 般 须 用 超 穷 方法 。 
他 指出 用 符号 逻辑 方法 可 以 把 命题 和 证 明 加 以 形式 
化 ， 而 把 这 些 形式 化 的 公式 及 证 明 直接 当做 研究 对 
象 。 在 1922 年 在 德国 自然 科学 家 协会 菜 比 锡 会 议 
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上 ， 他 做 了 * 数学 的 逻辑 基础 》， 更 进一步 提出 了 
证 明 方 法 。 要 求 有 限 主 义 ， 经 过 有 限 步 不 推出 矛盾 
来 即 为 证 明 可 靠 。 这 称 为 希 尔 伯 特 计划 。 

. 其实 早先 弗 雷 格 已 经 坚持 认为 需要 有 明显 的 符 
号 系统 ( Symlolism ) ， 明 显 的 公理 及 推演 规则 ， 
明显 的 证 明 。 z 

” 希 尔 伯 特 走 得 更 远 ， 他 提出 这 样 一 种 明显 理论 
本 身 也 做 为 一 种 数学 研究 的 对 象 ， 且 应 用 适当 的 方 
法 来 判定 它 是 否 无 矛盾 。 这 种 做 法 一 般 称 为 元 数学 
或 证 明 论 。 . 

他 建议 两 条 最 基本 的 原则 

一 、 形 式 主义 原则 ， 所 有 符号 完全 看 做 没有 意 
义 及 内 容 。 即 使 符号 、 公 式 或 证 明 的 任何 有 意 的 意 
义 或 可 能 的 解释 也 不 管 ， 而 只 是 把 它们 看 作 纯 粹 的 
形式 对 象 ， 研 究 它 们 的 结构 性 质 。 但 为 了 证 明 ， 规 
定 不 允许 存在 公式 A 使 A 及 "1A 都 可 证 明 。 这 就 给 
我 们 一 个 形式 理论 T 的 思想 ， 而 它 由 

1. 符 号 :指定 有 限 或 可 数 个 符号 为 T 的 符号 ， 
必须 能 够 判定 什么 东西 是 T 的 符号 。 符 号 的 有 败 认 
列 称 为 了 的 表达 式 。 

2. 公 式 ， 指 定 一 些 表达 式 是 公式 ， 必 须 能 够 判 

定 。 那 些 表达 式 是 公式 。 公 式 通常 由 “形成 规则 2 
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来 指定 即 构造 公式 的 规则 。 

_ 3。 公理， 指定 -一 些 公式 是 公理 。 哪 些 公式 是 公 
理 必 须 能 够 判定 ( 公理 数目 可 以 可 数 无 穷 多 ) 

4. 推 演 规则 ”必须 指定 有 限 多 个 推演 规 则 Riy 
“，Ra《 在 形式 理论 中， 推演 规则 不 过 是 公式 之 
闻 的 关系 ) 。 
” ”对 每 个 R;:， 必 须 存在 唯一 的 正 整 数 P， 使 得 对 
于 每 个 P 个 公式 组 ， 及 每 个 公式 中 ， 能 够 判定 是 否 
中 与 给 定 的 P 个 公式 具有 关系 R， 如 果 有 ， 中 称 为 T 
中 及 ;的 P 个 公式 的 直接 推论 。 这 也 就 定 构造 证 明 的 
规则 。 

二 、 有 限 主义 原则 

总 能 在 有 限 机 械 步 瑟 之 内 检 证 形式 理论 之 内 一 
串 公 式 是 否 一 个 证 明 。 : 
: 应 用 数学 方法 于 这 样 一 个 形式 理论 ， 各 免 让 及 
无 穷 的 推断 。 这 就 排除 康 托 尔 集合 论 的 方法 。 这 个 . 
思想 是 只 应 用 靠得住 的 方法 。 因 为 要 证 明 数 学 或 其 : 
一 部 分 无 季 盾 的 方法 是 大 家 公认 可 车 的 ， 整 个 效 学 
才 有 牢固 的 基础 。 
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0-4 数 学 与 哲学 


现代 的 数学 家 大 都 很 少 关心 哲学 问题 ， 甚 至 对 
基础 问题 一 般 都 不 闻 不 间 。 从 三 十 年 代 之 后 ， 数 理 
逻辑 成 为 一 门 极为 专门 的 学 科 ， 象 几何 、 拓 扑 、 分 
析 、 人 代数 、 数 论 一 样 ， 成 为 专家 研究 的 对 象 ， 外 行 
简直 难于 理解 。 这 样 一 来 ， 数 学 家 与 数学 基础 、 数 
理 逻 辑 乃 至 数学 哲学 脱离 越 来 越 远 ， 这 可 以 从 当代 
一 位 有 影响 的 数学 家 的 说 法 看 出 来 。 布 尔 巴 基 学 派 
主要 成 员 丢 东 涅 (1 Dieudonn€, 1906 一 》 
谈 到 ，“ 众 所 周知 ， 从 十 九 世 纪 后 半 叶 以 来 ， 数 理 
逻辑 和 集合 论 的 发 展 引起 当时 许多 数学 家 的 兴趣 乃 
至 极 大 的 热情 ， 他 们 甚至 并 非 逮 辑 专家 ， 也 毫 不 迟 
话 地 参与 由 这 些 问题 所 引起 的 论战 。 到 今天 ， 这 种 
局 面 完 全 两 样 。 我 觉察 不 到 当代 数学 界 的 年 轻 的 领 
袖 人 物 对 于 基础 问题 表示 过 任何 兴趣 ， 除 非 他 们 专 
搞 这 一 行 。” 当 然 ， 他 们 也 不 能 说 没有 自己 的 哲 
学 。 拿 布尔 巴 基 学 派 来 说 ， 他 们 就 是 形式 主义 派 的 
极端 代表 。 不 过 ， 他 们 对 哲学 论战 不 那么 感 兴趣 喷 
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在 十 九 世 纪 末 ， 这 种 情况 则 完全 不 一 样 。 哲 学 
的 论战 与 基础 问题 紧密 结合 在 一 起 ， 成 为 几乎 每 位 
重要 数学 家 的 关注 对 象 。 到 二 十 世纪 。 更 是 有 着 所 
谓 三 大 派 一 一 膛 辑 主义 、 直 觉 主义 和 形式 主义 的 争 
论 。 不 过 这 些 争 论 问 题 并 没有 得 到 解决 。 更 重要 的 
是 。 它 们 似乎 高 数学 问题 起来 赵 运 ， 因此 ， 越 来 
越 失掉 了 指导 意义 ，， 

三 十 年 代 以 后 ， 讨 论 数学 哲学 的 不 多 论著 大 都 
是 数理 逻辑 专家 或 哲学 家 写 的 。 因 此 ， 他 们 讨论 的 
哲学 问题 大 都 偏重 于 数理 逻辑 而 较 少 涉及 数学 本 身 
的 哲学 问题 。 王 浩 在 他 的 “ 从 数学 到 哲学 > 一 书 
由， 谈 到 数学 哲学 讨论 的 主要 问题 ， 

1。 纯 粹 逻辑 的 本 性 及 其 在 人 类 知识 中 的 地 
应 ， 针 

2。 数 学 概念 的 刻 划 。 

3。 直 觉 及 形式 化 在 数学 中 的 地 位 。 

4。 人 逻辑 与 数学 的 关系 。 

5。 数 学 的 本 性 及 其 与 下 列 诸 概念 的 关 系 ， 必 
然 性 、 分 析 性 、 正 理性 、 先 验 性 、 自 明 性 。 

6。 数 学 在 人 类 知识 中 的 地 位 。 

7。 数 学 活动 及 实际 。 

显然 这 些 问题 都 是 数理 逻辑 专家 感 兴 趣 的 题 
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目 。 但 是 在 过 去 ， 数 学 哲学 的 题 且 比 这 更 广泛 ， 更 
一 般 。 我 们 列举 几 条 ， | 
1。 数 学 的 对 象 以 及 它们 与 现 世界 (或 实在 》 
的 关系 。 

2?。 (由 此 产生 的 ) 数 学 中 的“ 存在”， 乃 至 
无 穷 的 意义 。 
3。 数学 活动 的 本 质 。 是 发 现 岗 还 是 发 明 。 
4。 数 学 的 真理 性 、 绝 对 性 、 相 对 性 、 约 定 
性 。 四 
5。 真理 的 判断 标准 。 
8。 数学 与 逻辑 的 关系 。 
7。 数 学 的 方法 论 。 公 理化 与 形式 化 。 
数学 作为 人 类 知识 体系 的 一 部 分 不 能 不 直接 或 
潭 接 和 人 类 社会 实践 活动 有 关 。 在 长 期 实 践 过 程 
中 ， 人 们 进行 计数 、 计 算 、 测 量 、 造 型 ( 建筑 )、 
产生 出 算术 、 人 代数、 几何 等 方面 数学 知识 。 随 着 人 
类 认识 的 深入 ， 形 成 了 数学 的 体系 ， 它 的 内 容 主 要 
是 符号 化 ， 计 算 方法 ， 概 念 与 规律 性 ， 证 明 推 理 。 
到 了 十 九 世 纪 七 十 年 代 ， 数 学 内 容 进 一 步 发 生变 
化 : 集合 论 成 为 统一 数学 的 新 基础 、 数 理 有 逻辑 的 形 
成 ， 公理 化 运动 ， 数学 结构 ， 抽象 数学 概念 指数 增 
长 。 在 这 种 情况 下 数学 内 容 与 其 实际 背景 脱离 越 来 
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越 远 ， 从 局 部 看 来 仿佛 是 从 天 上 掉 下 来 的 ， 这 就 导 
致 数学 对 象 的 唯心 主义 理解 。 

关于 数学 的 对 象 有 三 种 观点 ， 实 在 论 、 观 念 
论 、 形 式 主 义 : 

实在 论 观 点 是 说 数学 命题 反映 我 们 物理 世界 最 
.普遍 的 性 质 。 这 种 观点 比较 古老 ， 很 长 时 期 占 统治 
地 位 。 按 照 这 种 观点 ， 数 学 是 物理 科学 的 一 部 分 

观念 论 的 数学 观 认为 数学 的 对 象 是 某 种 精神 或 
思想 对 象 。 按 照 对 象 的 性 质 又 可 以 区 分 为 各 种 观 
点 ;一 个 极端 是 柏拉图 主义 ， 它 把 经 典 数学 的 对 象 
无 穷 扩 张 也 有 其 现实 性 。 另 一 个 极端 是 直觉 主义 ， 
数学 对 象 是 先 验 的 一 时 的 直觉 过 程 。 

这 种 观念 论 的 数学 观 也 遭 到 批评 。 一 是 不 确 
切 ， 二 是 另 有 形而上学 的 假定 ， 而 数学 应 该 除 掉 形 
而 上 学 前 提 灯 件 。 拿 直觉 主义 来 讲 什么 是 “直觉 ? 
呢 ? 很 难 讲 清 。 不 过 ,它们 有 这 样 的 性 质 ，(1) 它 
本 质 上 是 一 种 思维 活动 ，( 2 ) 它 是 先 验 的 ，( 3 》 
它 不 依赖 于 语言 ，( 4 ) 它 是 客观 的 , 也 就 是 对 于 所 
有 思想 者 都 是 同样 的 。 

形式 主义 的 数学 对 象 是 形式 系统 。 形式 系统 与 
以 上 两 种 数学 观 的 对 象 不 同 ， 它 只 是 一 个 架子 ， 指 
定 一 些 对 象 而 不 管 其 意义 如 何 ， 然 后 由 对 象 按照 一 
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定 规则 组 成 项 ， 并 规定 由 项 组 成 的 一 些 原 始 命 题 的 
方式 ， 再 指定 一 些 原始 命题 称 为 公理 及 推演 规则 。 
数学 的 对 象 就 是 这 样 构成 的 形式 系统 ， 其 主要 任务 
就 是 由 这 些 对 象 推出 定理 来 。 从 某 种 意义 上 来 讲 ， 
形式 主义 的 数学 就 是 符号 游戏 。 

从 上 述 几 种 观点 看 来 ， 持 实在 论 及 柏拉图 主义 
观点 的 人 认为 数学 是 不 依赖 于 人 们 对 它 的 认识 而 存 
存 的 ,因而 具有 绝对 真理 的 性 质 。 所 以 数学 家 的 工作 
就 在 于 发 现 这 种 真理 。 但 是 直觉 主义 者 和 形式 主义 
者 则 认为 数学 家 的 工作 在 于 发 明 。 当 然 ， 人 们 是 不 
可 能 赁 空 发明 任 何 东 西 的 。 对 于 直觉 主义 者 来 讲 ， 
总 是 承认 自然 数 是 给 定 的 ， 空 于 别 的 就 是 人 们 从 自 
然 数 出 发 的 发 明 。 

形式 主义 者 的 形式 系统 虽说 可 以 任意 选 出 ， 但 
是 终究 在 发 明 过 程 中 也 仰赖 于 经 验 及 过 去 的 知识 ， 
或 者 说 是 从 客观 世界 中 归纳 出 来 的 。 要 不 然 ， 那 就 
的 的 确 确 是 游戏 了 。 

不 过 直觉 主义 的 发 明和 形式 主义 的 发 明 完全 不 
邮 。 直 觉 主义 的 发 明 不 是 任意 的 ， 而 是 必须 能 够 具 
体 选 出 来 ， 也 就 是 从 自然 数 经 过 有 限 多 步 写 出 来 。 
他 们 主张 ， 要 证 明 一 个 数学 对 象 存在 ， 必 须 指 出 这 
个 对 象 是 怎样 造 出 来 的 。 这 种 观点 可 以 远 调 到 德国 
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著名 哲学 家 康德 。 他 认为 数学 最 终 的 真理 性 在 于 数 
学 概念 可 以 通过 人 的 智慧 来 构造 。 

”由 于 对 数学 对 象 的 观点 不 同 ， 所 以 对 于 数学 命 
题 的 真 假 以 及 数学 的 可 接受 性 也 有 不 同 的 看 法 。 一 
” 门 数学 是 否 被 大 家 接受 往往 不 只 是 靠 真 、 假 ， 而 且 
还 有 许多 其 他 因素 ， 特 别 是 是 否 有 直观 或 经 验 的 依 
据 ， 以 及 实用 性 。 当 然 最 重要 的 是 真 假 。 不 过 各 派 
的 嘉 理 观 距离 实在 太 远 。 

对 于 实在 论 者 ， 数 学 命题 的 真 假 靠 实 践 检验 。 
它 正如 物理 学 及 生物 学 命题 一 样 ， 靠 观察 实验 。 比 
如 高 斯 的 确实 实在 在 地 在 地 球 上 找 三 点 ， 具 体 测量 
三 角形 内 角 之 和 是 否 为 180°。 : 
对 于 观念 论 者 ， 数 学 命题 的 真 假 要 靠 先 验 的 优 
定 。 -| : 
对 于 形式 主义 者 ， 数 学 命题 无 所 谓 绝 对 真 假 ， 
而 是 相对 于 某 一 个 系统 ”但 是 这 个 系统 必须 是 无 矛 
盾 的 。 无 矛盾 性 是 真理 的 判断 标准 。 

产生 最 大 矛盾 之 处 是 关于 无 穷 的 概念 。 在 有 穷 
药 问 题 上 ， 各 派 的 对 立 设 有 那么 尖锐 ， 它 主要 是 数 
学 中 到 处 出 现 的 无 穷 造 成 的 。 在 古 希腊 ， 关 于 无 穷 
可 分 性 及 连续 性 的 芝 诺 悖 论 使 数学 家 对 无 穷 特 别 小 
心 。 网 几 里 得 的 无 穷 是 潜在 的 无 穷 ， 他 不 讨论 无 穷 
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长 的 直线 而 只 讨论 可 以 延伸 到 任意 长 度 的 线 朋 。 他 
对 无 穷 观念 表现 在 “素数 无 穷 多 ”是 指 任何 有 限 多 
索 数 集合 之 外 还 有 素数 ， 而 不 考虑 所 有 素数 的 无 穷 
整体 。 数 学 家 一 直 回 如 这 种 实在 的 无 穷 。 一 直到 康 托 
尔 集 合 论 之 前 ,他 们 都 局 限于 潜在 的 无 穷 ,也 就 是 超 
越过 所 有 有 限 的 变化 着 的 有 限 。 而 实在 的 无 穷 则 分 
为 三 类 ， 

1。 绝 对 的 实在 无 限 。 完 全 独立 的 ， 超 越 世 界 
而 存在 的 ， 在 神 中 实现 的 绝对 的 实 无 穷 。 

2。 超 穷 。 现 存世 界 或 被 造 世 界 中 具体 化 的 无 
穷 。 

3。 超 穷 数 。 人 们 所 认识 的 抽象 的 实在 的 无 
穷 。 

依据 对 超 穷 和 超 穷 数 的 见解 ， 可 以 区 分 为 下 面 

1。 完 全 否认 超 穷 和 超 穷 数 ， 如 柯 西 。 

2。 承 认 具 体 的 实在 无 穷 ， 但 否认 抽象 的 实在 
无 穷 。 例 如 笛 卡 尔 、 菜 布 尼 兹 、 洛 克 、 斯 宾 诺 范 都 
持 这 种 看 法 。 

3。 神 学 的 观点 ， 承 认 抽象 的 实在 无 穷 而 否 认 
具体 的 实在 无 穷 。 也 就 是 显示 上 帝 的 伟大 ， 只 有 上 
帝 才 是 无 穷 的 ， 而 他 所 创造 的 世界 只 能 是 有 限 的 。 
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4。 康 托 尔 的 观点 是 既 承 认 抽 象 的 实在 元 穷 ， 
也 水 认 具 体 的 实在 无 穷 。 康 托 尔 的 观点 中 有 柏拉图 
主义 成 份 ， 他 不 是 形式 主义 者 。 


结束 请 


”数学 素 以 精确 严密 的 科学 著称 ， 可 是 在 数学 发 
展 的 历史 长 河中 ,仍然 不 断 地 出 现 矛 盾 以 及 解决 巴 
盾 的 斗争 ， 从 某 种 意义 下 讲 ， 数 学 就 是 要 解决 一 些 
问题 ， 问 题 不 过 是 矛盾 的 一 种 形式 。 有 些 问题 得 到 
了 解决 ， 比 如 任何 正 整数 都 可 以 表示 为 四 个 平方 数 
之 和 。 有 些 问 题 至 今 没有 得 到 解决 ， 比 如 哥 德 巴 粹 
猜想 ， 任 何 大 偶数 都 可 以 表 为 两 个 素数 之 和 。 我 
们 还 很 难说 这 个 命题 是 对 还 是 不 对 。 因 为 随便 给 一 
个 偶数 ， 经 过 有 很 多 次 试验 总 可 以 得 出 结论 ， 但 是 
偶数 有 无 穷 多 ， 你 穷 毕 生 精 力也 不 会 验证 完 。 也 许 
你 能 磁 到 一 个 很 大 的 偶数 ， 找 不 到 两 个 素数 之 和 等 
于 它 ， 不 过 即使 这 样 ， 你 也 难以 断言 这 种 例外 偶数 
是 否 有 限 多 个 ， 也 就 是 某 一 个 大 偶数 之 后 ， 上 述 哥 
德 巴赫 猜想 成 立 。 这 就 需要 证 明 。 而 证 明 则 要 用 有 
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很 的 步骤 解决 涉及 无 穷 的 问题 ， 藉 助 于 计算 机 完成 
的 四 色 定 理 的 证 明 ， 首 先 也 要 把 无 穷 多 种 可 能 的 地 
和 国 归 结 成 有 限 的 情形 ， 没 有 有 限 ， 计 算 机 也 是 无 能 
为 力 的 。 因 此 看 出 数学 永远 回避 不 了 有 限 与 无 穷 这 
对 矛盾 。 只 要 无 穷 存在 ， 你 就 要 应 付 它 。 这 可 以 说 
是 数学 矛盾 的 根源 之 一 。 

在 处 理 出 现 矛 盾 的 过 程 中 ， 数 学 家 不 可 能 不 进 
行 “ 创 造 ? ， 这 首先 表现 在 产生 新 概念 上 ， 我 们 不 
妨 先 不 管 自然 数 ， 为 了 解决 实际 问题 ， 人 们 必须 发 
有 明 出 “ 零 ” 来 ， 然 后 要 造 出 负数 、 有 理 数 、 无 理 数 
乃至 虚数 ， 所 请 虚 ， 就 是 不 实 ， 和 凭空 想象 出 来 的 窟 
思 ， 不 过 解 代数 方程 有 必要 把 它 请 进来 ， 请 进来 后 
又 觉得 它 不 实在 ， 不 太 放心 。 后 来 它 用 处 很 大 ， 能 
解决 非 它 不 可 的 问题 ， 于 是 友 也 秦 不 走 了 。 复 数 拼 
进 数学 王国 之 后 ， 跟 着 四 元 数 ， 八 元 数 ， 超 复数 
se 都 来 了 ， 它 们 可 没有 复数 那么 大 用 处 ， 其 至 根 
本 没 用 。 要 还 是 不 要 呢 ? 也 使 数学 家 处 于 为 难 的 境 
地 。 数 学 家 经 常 处 于 这 种 耶 盾 的 过 程 中 。 “什么 是 
存在 ? ”这 是 数学 的 一 个 基本 问题 。 什 么 东西 可 以 
挤 进 数学 王国 ? 直觉 主义 者 规定 一 个 较 罕 的 限制 : 
必须 能 够 一 步 一 步 构造 出 来， 而 形式 主义 者 规定 一 
个 较 宽 的 限制 ， 只 要 没有 了 秘 盾 就 行 了 。 不 过 什么 电 
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没有 矛盾 ? 当然 逻辑 没有 矛盾 ， 其 实 就 是 遵守 形式 
逻辑 规律 。 可 是 形式 逻辑 是 从 人 类 有 限 经 验 推出 来 
的 ， 对 于 无 穷 情形 还 灵 不 灵 , 这 当然 存在 问题 ,可 是 
不 许 推广 ， 那 数学 还 能 剩 下 多 少 靠 得 住 的 东西 昵 ? 
， 在 数学 史上 这 种 矛盾 也 是 屡见不鲜 的 。 无 穷 小 
量 刚 出 现时 、 漏 洞 百出 、 无 法 自圆其说 ， 可 是 行 之 
有 效 、 解 决 问题 ， 所 以 达 兰 贝尔 说 ， “前 进 ， 你 就 
能 恢复 信心 ! ”这 可 以 说 是 一 种 实用 主义 态度 。 十 
九 世 纪 柯 西 和 外 尔 斯 特 拉 斯 用 极限 概念 ，s 一 3 方法 
解决 了 子 盾 ,同时 也 扔 掉 了 无 穷 小 。 这 蛙 无 矛盾 性 占 
了 上 风 ，1961 年 ， 罗 滨 进 发 明 非 标准 分 析 ， 又 把 无 
穷 小 量 请 了 同 来 ,仍然 没有 矛盾 。 不 过 它 是 建立 在 
模型 论 基 础 上 ， 要 承认 非 可 数 无 穷 基 数 的 存在 。 

承认 无 穷 集合 ， 承 认 无 穷 基数 ， 就 好 象 打开 潘 
条 拉 的 盒子 ， 一 切 灾难 都 出 来 了 。 这 就 是 第 三 次 数 
学 危机 的 实质 。 尽 管 悖 论 可 以 消除 ， 子 盾 可 以 回 
游 ， 数 学 的 确定 性 却 在 一 步 一 步 裕 失 。 最 近 英利 
斯 。 克 菜 因 写 了 一 本 《数学 一 一 确定 性 的 丧失》 就 
是 讲 的 这 件 事 。 现 代 公 理 集合 论 一 大 堆 公 理 简直 难 
说 就 真 康 假 。 可 是 又 不 能 把 它们 一 十 脑 儿 消除 掉 ， 
它们 跟 整 个 数学 可 是 血肉 相连 的 ， 所 以 第 三 次 危机 
表面 上 解决 了 ， 实 质 上 更 深刻 地 以 其 它 形 式 延续 
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着 。 
矛盾 既然 是 固有 的 ， 它 的 激烈 冲突 -一 危机 也 
会 给 数学 带 来 许多 新 内 容 ， 新 认识 ， 有 时 也 带 来 革 
命 性 的 变化 。 把 二 十 世纪 的 数学 同 以 前 整个 数学 相 
比 ， 内 容 不 知 让 富 了 多 少 ， 认 识 也 不 知 深入 多 少 。 
”在 集合 论 的 基础 上 ， 诞 生 了 抽象 代数 学 、 拓 扑 学 、 
泛 函 分 析 与 测度 论 。 数 理 逻 辑 也 兴旺 发 过， 成 为 数 
学 有 机 整体 的 一 部 分 。 古 代 的 代数 几何 、 微 分 几 
何 、 复 分 析 现 在 已 经 推广 到 高 维 ,代数 数论 的 面貌 也 
多 次 改变 ， 变 得 越 来 越 优美 ， 完 整 。 一 系列 经 典 间 
题 完满 地 得 到 解决 ， 同 时 又 产生 更 多 的 新 问题 。 特 
别 是 二 次 大 战 之 后 ， 新 成 果 层 出 不 穷 ， 从 未 间断 。 
数学 呈现 无 比 兴 旺 发 达 的 景象 。 而 这 正 是 人 们 在 同 
数学 中 矛盾 斗争 的 产物 。 


